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实验 一 数 的 运算 


问题 : 

数 的 运算 是 数学 运算 的 基础 ， 打 好 用 Maple 语句 进行 数 的 计算 的 基础 ， 不 但 有 利于 理 
解 Maple 的 数学 计算 ， 也 同样 有 利于 理解 其 他 软件 的 数学 计算 ， 基 础 性 的 工作 是 不 容 忽 视 
的 。 


实验 目的 : 
在 Maple 环境 下 进行 对 实数 的 近似 计算 和 精确 计算 、 近 似 值 和 精确 值 的 相互 转化 ;学 
会 整数 、 复 数 的 有 关 计 算 ， 利用 序列 、 串 行 、 集 合 的 概念 进行 关于 数列 的 计算 。 


实验 准备 : 
1. Maple 简介 


Maple 是 1980 年 由 加 拿 大 Waterloo 大 学 开发 出 来 的 数学 计算 软件 ， 经 过 多 年 的 研究 
测试 ，Maple 已 经 发 展 成 为 相当 成 熟 的 数学 软件 ， 在 处 理 各 种 计算 时 不 仅 可 以 求 出 数值 解 ， 
还 具有 优秀 的 符号 计算 功能 ， 方 便 快捷 的 二 维 、 三 维 作 图 功能 是 它 的 另 一 特色 。 本 书 仅 围 
绕 数学 课程 的 基本 运算 列举 Maple 命令 及 用 法 ， 如 果 读 者 需要 了 解 更 多 的 信息 ， 除 了 检索 
附录 A， 还 可 以 通过 Maple 提供 的 在 线 帮助 系统 来 查询 ， 或 访问 http:/www.maplesoft.com 
来 解决 。 

2. Maple 安装 和 启动 

Maple 软件 安装 如 下 : 

(1) 将 光盘 插入 光驱 ; 

(2) 在 光盘 的 根 目录 下 找到 Maple7 的 安装 文件 setup.exe; 

(3) 用 鼠标 双击 该 安装 文件 ， 按 提示 逐步 安装 ; 

(4) 安装 完成 后 ， 在 程序 栏 里 就 有 了 Maple7 选项 。 

选择 “开始 ”一 “程序 ”一 “Maple7”， 便 出 现 了 Maple7 的 命令 窗 月 ， 只 要 单 击 桌面 
上 的 Maple 图 标 ， 即 可 出 现 工 作 区 ， 在 工作 区 的 提示 符 “>” 后 输入 算式 就 可 以 进行 数字 计 
算 。 

Maple 以 界面 友好 而 著称 。Maple 对 运算 做 如 下 分 类 : 数值 运算 和 符号 运算 , 我 们 仍 沿 
用 数学 课 的 习惯 ， 分 别称 为 ， 数 的 运算 和 式 的 运算 ， 实 验 一 介绍 数 的 运算 ， 实 验 二 介绍 式 
的 运算 。 


3. 数值 运算 的 概念 

凡是 满足 整 系数 代数 方程 aox” +ax a,x"? +a xz +a=0 的 数 都 称 为 代数 
数 ， 不 是 代数 数 的 数 就 是 超越 数 。 我 们 也 可 以 按 某 数 是 否 是 整 系数 代数 方程 的 根 ， 把 数 作 
如 下 分 类 : 


袍 数 | 实 代数 数 
复数 实 超越 数 
虚数 
“超越 数 ” 这 一 名 词 是 欧 拉 首先 引入 的 ， 意 思 是 “超越 代数 方法 的 能 力 ” 得 到 的 数 。 
例如 ，-2、3 、A7 、sin 开 等 都 是 代数 数 ， 而 x 、e、sin 2 等 都 是 超越 数 。 代 数 无 理 数 和 超 


越 数 都 是 无 限 不 循环 小 数 ， 而 计算 机 所 表示 的 有 效 数字 的 位 数 总 是 有 限 的 ， 加 上 实际 问题 
中 往往 没有 必要 或 没有 可 能 得 出 精确 的 计算 结果 ， 这 样 不 可 避免 地 产生 了 近似 计算 。 

我 们 把 整数 和 诸如 V2 、3/5、sin 2、e、Fx 的 数 称 为 精确 数 。 如 果 数 值 运算 的 结果 为 一 
个 精确 数 ， 我 们 称 这 种 运算 为 精确 运算 。 一 些 运算 结果 不 可 能 或 没有 必要 得 到 精确 值 ， 而 
用 近似 数 表示 ， 称 这 种 运算 为 近似 运算 。 这 里 我 们 把 精确 运算 和 近似 运算 统称 为 数值 运算 。 

为 了 进一步 研究 数 的 运算 ， 我 们 先 来 熟悉 Maple 中 有 关 的 符号 。 

4. Maple 中 有 关 符 号 及 命令 

Maple 关于 数 的 关系 符号 和 基本 运算 符号 ， 如 表 1.1 所 示 。 


表 1.1 关系 符号 和 运算 符号 


等 于 加 
<> 不 等 于 - 减 
< 小 于 š 乘 
> 大 于 / 除 
<= 小 于 或 等 于 ** 乘 方 


大 于 或 等 于 
ata WE 2a, x"x 比 x2，0.54 丰 比 二 要 节省 运算 时 间 ， 而 “+、-、*、 人 “^” 都 是 计算 机 


能 直接 执行 的 运算 ， 这 些 运算 耗 时 少 ， 计 算 机 上 不 能 直接 执行 的 运算 较 多 ， 常 见 的 有 开 方 
运算 、 超 越 函 数 运算 、 极 限 运 算 、 微 积分 运算 ， 在 计算 时 我 们 要 充分 利用 耗 时 少 的 运算 。 
有 些 常数 在 Maple 中 的 表达 与 习惯 的 不 一 样 ， 在 计算 时 要 特别 注意 。 


1) Maple 中 的 数学 常数 

Pi x (z =3.141592654); 
exp(1) E 或 e(e=2.718281828); 
infinity oo (ZIK); 


I 虚数 i (=V-1); 
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sqrt(2) V2 。 
Maple 用 E 或 e 来 表示 10 KATAKE, PW: 0.652E8 或 0.652e8 表示 0.652X10。 
Maple 把 用 小 数 或 科学 记 数 法 的 形式 表示 的 数 叫 浮 点 数 。 


2) 确定 浮 点 数 精度 的 命令 


evalf(num) 把 精确 数 num 化 成 浮 点 数 ， 默 认 10 位 有 效 数 字 ; 

evalf(num, n) 把 精确 数 num 化 成 具有 n 位 有 效 数字 的 浮 点 数 ， 默 认 10 位 有 
效 数 字 ; 

Digits 浮 点 数 的 精确 度 ， 默 认 值 为 10 位 有 效 数 字 ; 

Digits:=n 设 定 浮 点 数 有 n 位 有 效 数字 。 


这 里 ， 前 两 个 命令 是 函数 命令 ， 函 数 命令 后 面 有 “0”; 后 面 两 个 命令 是 系统 变量 ， 
系统 变量 的 第 一 个 字母 要 大 写 。 注 意 Maple 是 区 分 大 小 写 的 ， 例 如 Digits 与 digits 是 两 个 
不 同 的 变量 。 

把 分 数 转化 成 浮 点 数 ， 可 用 命令 evalf0 来 完成 ， 反 之 把 浮 点 数 转 换 成 近似 分 数 可 以 用 
命令 convert0 完 成 。 


3) 浮 点 数 转换 分 数 的 命令 


convert(float, rational): 将 浮 点 数 float 转换 成 近似 分 数 ， 默 认 精 度 为 10 个 位 
数 的 有 效 数字 。 
convert(float, rational, n): 将 浮 点 数 float 转换 成 具有 个 位 数 有 效 数字 的 近似 分 
数 。 
实验 演示 : 
例 1 说 出 下 列 各 语句 的 计算 式 是 近似 计算 还 是 精确 计算 。 
(1) >2+3; 
5 
(2) >2+3.; 
5. 
(3) D> sqrt (2); 
V2 
@> evalf(sqrt(2)); 


1.414213562 
(4) > 20/3-2; 

14 

3 
(5) >sqrt (8); 

242 


(6) > exp(2/3); 


(7) > evalf(%); 


1.947734041 
(8) > (a+2)*3; 
3a+6 
解 : (2). (3) 中 的 他 、(7) 是 近似 计算 ,其 余 的 是 精确 计算 , 其 中 (8) 也 叫 符号 计算 ,， Maple 
擅长 于 符号 计算 。 
每 条 完整 的 Maple 语句 后 面 要 以 “;” 或 “:” 结 尾 ， 如 果 没 有 结尾 符号 ，Maple 将 一 直 
等 待 ， 直 到 遇 到 结尾 符号 才 结 束 当前 语句 ， 显 示 运 算 结果 。 
以 上 计算 表明 : 一 般 情况 下 Maple 作 精 确 计算 ， 只 有 得 到 指令 才 把 结果 用 小 数 作 近 似 
表达 ， 或 计算 式 中 原来 就 有 小 数 参 加 和 运算， 结果 也 会 以 小 数 作 近似 表达 。 
例 2 求 下 列 各 题 的 20 位 浮 点 数 。 
() z; (2) 10!; (3) e (4) 29, 
解 : 
> Digits:=20; 
Digits := 20 
(1) > evalf (Pi); 
3.1415926535897932385 
(2) > evalf(100!); 
.93326215443944152682 10'” 


> Digits:=10; # 改 回 系统 默认 精确 度 
Digits :=10 
> Digits; 
10 


使 用 命令 “Digits:=” 后 要 把 系统 默认 的 精确 度 青 改 回来 , 一 般 不 要 改变 系统 的 默认 值 。 
(3)、(4) 两 题 由 读者 自己 完成 。 

例 3 将 下 列 各 数 转换 成 具有 12 位 有 效 数字 的 近似 分 数 。 
Dr: Q e; (3) v2. 
解 : 

> Digits:=12; 

Digits := 12 
(1) > evalf (Pi); 
3.14159265359 
> convert(%, rational, 12); 


312689 
99532 


(2). 
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(3) 由 读者 完成 。 


4) 整数 、 复 数 的 运算 
Maple 关于 整数 、 复 数 的 运算 命令 如 下 : 


igcd(x1, x2, +): 求 出 x1，x2，… 的 最 大 公 因 子 ; 
ilem(x1，x2，…): 求 出 xz1，x2，… 的 最 小 公 倍 数 ; 
ifactor(n): 把 整数 分 解 质 因数 ， 

I: 虚数 单位 ; 

length: 计算 某 个 数 的 长 度 ; 
conjugate(z): 复数 z 的 共 扼 复数 ; 

Re(z)、Im (z): 复数 z 的 实 部 、 虚 部 ; 

expand: 展开 计算 ; 

argument(z): 求 复数 z 的 辐 角 ; 

abs(z): 复数 z 的 模 ; 

evalc: 求 复数 表达 式 的 值 ; 

simplify: 化 简 数 或 式 的 计算 结果 ; 

convert: 小 数 与 分 数 之 间 的 转换 、 表 达 式 的 转换 ……: 
rand(): 产生 12 个 位 数 的 随机 整数 ; 

rand(a..b)0: 产生 a 到 4b 之 间 的 随机 整数 ; 

iquo(m,n, T): 计算 mn 的 整数 商 ， 并 将 余数 存 于 变量 r 中 。 


例 4 解答 下 列 各 题 。 


(1) 
(2) 
G3) 
(4) 
解 : 
(1) 


(2) 


3 和 是 多 少 位 整数 ? 用 20 位 浮 点 数 表示 它 。 

求 246，348，624 的 最 大 公约 数 、 最 小 公 倍 数 ， 并 把 最 小 公 倍 数 进行 质 因数 分 解 。 
求 p=rand0，g-rand(1..9)0， 并 求 p 5 q 的 商 及 余数 。 

求 (2+3i)(5+2i) 的 实 部 、 虚 部 系数 、 模 和 辐 角 。 


> 3^200; 
265639888758747693387813220357796268292334526533944959745749617390\ 
9249090130282994384699044001 


> length(%); 
96 
32% 是 06 位 整数 ; 
> evalf(%%); # 系 统 默认 10 位 有 效 数字 


.2656139889 10% 
> evalf(3^200, 20); 


.26561398887587476934 10% 
> igcd(246, 348, 624); 


> ilcm(246, 348, 624); 


741936 
> ifactor(%); 
(2)” (3) (13) (29) (41) 
(3) > p:=rand(); 
p:=343633073697 
> q:=rand(1..9)O; 


q:=6 
> iquo(p, q, 'r); 
57272178949 
3 
即 商 为 S7272178949， 余 数 为 3。 
(4) > (2+3*D*(5+2*D; 
4+19I 
> Re(%), Im(%); 
4,19 
> abs(%%); 
V377 
> conjugate(2+3*D*(5+2*D; 
16-11I 
> argument(%); 
11 
— arctan| 一 
z 
> evalc((2+3*D)*(5+2*D); 
4+19I 


5) 序列 、 串 行 与 集合 

序列 (sequences)、 串 行 (lists) 与 集合 (sets) 是 重要 的 数据 类 型 ， 多 了 解 它 们 有 助 于 多 种 运 
算 的 表达 及 运算 结果 的 表达 。 

序列 是 用 逗号 把 一 系列 的 数字 或 表达 式 隔 开 而 形成 的 一 种 数据 类 型 , 元 素 是 有 次 序 的 、 
可 重复 的 ， 序 列 的 一 个 重要 用 途 是 可 以 把 它 当 成 函数 的 自 变 量 。 把 序列 用 [] 括 起 来 就 成 为 
串 行 (lisb)。 

把 序列 用 他 括 起 来 就 成 为 集合 (seb。 集 合 里 的 元 素 仍 然 具有 确定 性 、 互 异性 和 无 序 性 。 

例 5 说 出 下 列 数据 类 型 。 

解 : 


(1) >(2*a, b^3, sin(S*x)); 


2a, b° „sin (5x) 
Ü) 9, 45. S.:3; 


7,4,5,5,3 
G) > [%]; 

[7, 4, 5, 5, 3] 
(4) > {%%}; 

{3, 4, 5, 7} 


(1)、(2) 是 序列 ，(3) 是 品行 ，(4) 是 集合 ， 从 中 我 们 清楚 地 看 到 这 三 者 中 元 素性 质 的 区 
别 。 


X 注意 Maple 总 是 把 集合 中 的 元 素 从 小 到 大 排列 起 来 . 
下 面 是 关于 序列 、 串 行 与 集合 的 运算 命令 


seq(f(i), i=m..n) 产生 序列 AD， 其 中 A m Wl n; 
add(f(i), i=m..n) 计算 》 fÀ: 
mul(f(i), i=m..n) 计算 J 了 HOE 


以 上 三 个 命令 中 m n 均 是 正 整 数 , 34 m. n 中 有 字母 时 addO、mul0 要 相应 地 改 为 sum() 
和 product()。 


add(i，i=[fal，a2，…，an]) 计算 alta2+*…+an:; 
mul(i, i=[al, a2, +--, an]) 计算 alXa2Xa3 X- X ans 


1 


例 6 已 知 数列 ，L 2 3 4 
2 4 


人 请 你 把 这 个 数列 的 前 10 项 写成 序列 、 串 行 和 
集合 ， 再 求 : 

(1) So=a ta, +a, 十 … 十 Qi0 3 

(2) s,=a+a,+a,+: +a, ; 

(3) po=a,a,:iay ao: 


(4) p ,=aa,:ay as 
解 : 数列 的 通 项 公式 为 (n) = ， 由 序列 运算 的 命令 得 : 


> seq(i/(2^i), i=1..10); a 
113153 7 1 9 5 


d * * bd 


2 2 8 4323212832 512° 512 
> al:=[%]; # 写 出 串 行 : 
a 3 7 1 9 s| 


人 


2 2 8 4 "32 32 128 32 512 512 


. 


> s:={%%}; # 写 出 集合 : 
[1 9 5 315 33 7 1 
2512 512 8 4 32 32 128 32 
(1) >add(i/(2^i), i=1..10); 
509 
256 
这 是 求 序列 的 和 ， 下 面 再 求 串 行 的 和 : 
>add(i, i=[%%]; 
509 
256 


(2 


— 


> add(i/(2^i);, i=1..k); 

Error, unable to execute add 

“add” 只 进行 数值 求 和 ， 由 于 该 语句 i 的 取 值 范 围 已 属于 符号 运算 ， 所 以 出 错 ， 
mÆ Maple 中 对 运算 作 如 下 分 类 改 用 “sum” 命 令 求 和 。 

> sum(i/(2^i), i=1..k); 


1 (k+!) l (k+l) 
-a3 œn- +2 


-2k20 42 
和 求 得 对 不 对 呢 ? 我 们 做 个 实验 : 
> f:=k->-2A(-k)*k-2A(1-k)+2; 
f=k— —-2Cbk 20 42 


> simplify(%); 


> f(10); 
509 
256 
这 个 和 与 用 “add” 命 令 求 出 的 和 是 一 致 的 ， 所 以 Se= - 2505 一 200+2 
现在 ， 无 论 你 是 否 知 道 数列 的 通 项 ， 都 可 以 很 快 地 求 出 数列 的 和 与 积 了 。(3) 和 (4) 两 题 
留 给 读者 完成 。 


实验 二 式 的 运算 


问题 : 

为 了 顺利 地 利用 计算 软件 学 习 以 后 各 章 的 相关 内 容 ， 先 要 学 会 基本 的 代数 式 运算 。 由 
于 Maple、Mathcad、Matlab 及 Mathematica 的 基本 代数 运算 的 命令 一 般 是 用 相应 的 英语 词 
汇 ， 所 以 基本 运算 的 命令 一 般 也 是 一 样 的 ， 本 章 介 绍 过 的 运算 ， 以 后 我 们 在 后 续 各 章 中 不 
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实验 目的 : 

在 Maple 环境 下 会 进行 整 式 、 分 式 的 化 简 、 因 式 分 解 、 化 分 式 为 部 分 分 式 的 形式 等 常 
见 代 数 式 运算 ; 会 解 方 程 (组 )、 不 等 式 (组 )。 

实验 准备 : 

作为 数学 计算 软件 ，Maple 最 突出 的 特点 就 是 能 够 进行 符号 运算 ， 也 就 是 让 计算 机 能 
像 人 一 样 进 行 数字 、 字 母 甚至 带 参 变量 代数 式 的 运算 ， 使 得 到 的 结果 是 准确 值 ， 当 然 根 据 
需要 也 可 以 是 近似 值 。 

我 们 可 以 用 符号 “:=” 对 变量 赋值 ， 变 量 的 值 可 以 是 数字 、 字 符 或 表达 式 。 

下 面 是 多 项 式 运算 中 常用 的 命令 : 


expand(expr): 将 表达 式 expr 展开 ; 

collect(expr, x): 将 expr 合并 同类 项 ; 

sort(poly): 降 徊 排列 多 项 式 各 项 ; 

factor(expr): 将 expr 因 式 分 解 ，; 

simplify(expr): 将 expr 化 简 ; 

simplify(expr, nl,n2,...): 将 expr 按 指定 的 函数 类 别 化 简 。 

指定 的 函数 类 别 有 : 

trig 一 : 三 角 函 数 ; 

radical 一 : 指数 为 分 数 的 数 或 函数 ; 

power 一 : 指数 函数 (或 含 In 与 exp 的 函数 ); 

simplify(expr, siderel): 根据 关系 式 siderel 将 expr 化 简 ; 
simplify(expr，assume=prop): ”依据 假设 assume 来 化 简 ; 

simplify(expr, symbolic): 化 简 含 有 根 号 的 式 子 而 不 管 根 号 里 变量 的 正 负 问题 ; 
tcoeff(ploy): 找 出 多 项 式 ploy 里 最 低 次 项 的 系数 ; 

tcoeff(ploy,x): 以 x 为 未 知 数 ， 找 出 多 项 式 poy 里 最 低 次 项 的 系数 ; 
coeff(poly,var,): 查看 多 项 式 中 变量 var 项 的 系数 ; 

coeffs: 查看 多 项 式 所 有 项 的 系数 ; 

numer: 求 有 理 式 的 分 子 。 

实验 演示 : 


例 1 把 多 项 式 x? 一 4xy 十 4y? 一 6x 十 12y 十 8 
(1) Fè x ERHI; 
(2) 按 x 合 并 同类 项 ; 
(3) 在 实数 域内 因 式 分 解 。 
解 : 
(1) > sort(x2-4*x*y+4*yA2-6*x+12*y+8,x); 
x? —4yx-6x+4y +12y+8 
(2) > collect(%,x); 
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x? +(-6-4y)x+12y+8+4y2 


(3) > factor(%); 


(x-2—2y)(x -4-2y) 


例 2 RAAZ +xX'+3x- x +x—-6, g(x) 2x -3x +6x)-2x+9, 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


K hax) E h(x)=3fx)+2g(x); 

RAQ x? +x 一 2 的 最 大 公 因 式 ; 

求 p(x)， 使 p(x) = g(x)- h(x) ， 再 把 p(x) 因 式 分 解 ; 

不 展开 积 式 ， 求 f(x) : g(x) 的 首 项 、 尾 项 、 各 项 系数 及 降 祖 排列 的 多 项 式 。 


> f:=sort(3*x^3+2*x^5-x^2+x^4-6+x); 
f =2x + xt +3x? -x +x—-6 
> g:=sort(2*x^4-3*x^2+6*x^3-2*x+9); 
g:=2x* +6x° -3xz 一 2x+9 
> h:=3*f+2*g; 
h:z6x'+7x*+21x'—9x2— x 
> gcd(f.x 2+x-2); 
X 一 1 
> p(x):=g*h; 
p(x) = (2x* +6x° —3x2 — 2x + 9) (6x° + 7x* +21x` —9x2 — x) 
> sort(expand(%)); 
12x° + 50x° +66x! + 75x° — 79x5 十 42x +210x° 一 79x 一 9x 
> factor(%); 
x(6x +7x) +21x° —9x-—1(2x*+6x'-3x2 -2x +9) 
求 首 项 系数 正确 的 命令 输入 : 
>coeff(f*g.x,q) 


求 尾 项 系数 的 命令 输入 : 
> tcoeff(f*g); 


求 第 六 项 的 系数 : 
> coeff(f*g,x,6); 


求 多 项 式 中 各 项 的 系数 : 
> coeffs(expand(f*g)); 
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—54,21,7,—10,3,4,14,6,9 
将 多 项 式 按 降 过 排列: 
> sort(expand(f*g)); 

4x? +14x + 6x' +9xŠ +3x° —10x° +7x? + 21x — 54 

例 3 #EH(x°+3x-2)XX(x°+3x+4)-16 分 别 在 实数 域 、 复 数 域内 因 式 分 解 。 
解 : 解 题 过 程 如 下 : 
> expand((x^2+3*x-2)*(x^2+3*x+4)-16); 

Xx*+6x’ +1lx? +6x—24 
> factor(%); 

(x—1)(x +4)(x?2 +3x+6) 
> factor(%,complex); 

(x + 4.000000000)(x + 1.500000000 + 1.9364916737) 
(x +1.500000000 — 1.9364916731)(x — 1.000000000) 

例 4 (1—4x+4x?) "= a, +ax+a,x2 ++ ayx 
(1) ca, 和 ao; 
(2) 求 展开 式 各 项 的 系数 ; 
(3) 求 各 系数 所 对 应 的 多 项 式 元 素 ; 
(4) 按 降 过 排列 展开 该 二 项 式 ， 并 与 (2)、(3) 对 照 各 项 的 分 布 。 


(1) > y:=(1-4*x+4*xA2)A10; 
y=(l1-4x+ 4x)” 
> coeff(y,x^2),coeff(y,x^9); 
760,—85995520 
(2) > coeffs(expand(y),x,'powers"); # 求 展开 式 各 项 的 系数 
13317521920,—508035072,—635043840,635043840,49807360,—149422080,—-40, 
— 10485760,1048576,760,—9120,77520,32248320,—9922560,2480640,—496128, 
18919044,—85995520,515973120,—343982080 
(3) >powers; # 求 各 系数 所 对 应 的 多 项 式 元 素 
La y s X t X X X X X ee i X U XA X SX X SX 
(4) > sort(expand((1-4*x+4*x^2)^10)); 
1048576x” —10485760x'” + 49807360x"° — 149422080x" + 31752920x'° 
—508035072x!° + 635042840x" — 635043940x"° + 515973120x" 
—343982080x'! +189190144x" — 85995520x° + 32248320x° — 9922560x" 
+ 2480640x° — 496128x° + 77520x* — 9120x° +760xz —40x+1 


分 式 运 算 的 常用 命令 : 
numet: 取出 分 式 的 分 子 ; 
denom: 取出 分 式 的 分 母 ; 
normal: 约 去 分 子 和 分 母 的 公 因 式 ; 
convert(p(x), 'parfrac', x): 把 多 项 式 p(x) 化 为 部 分 分 式 的 形式 。 
例 5 
(1) 化 简 : Se Ym -4); 
x —4x+4 2x-4 
x’ +3x+2 
O) AER: x? +5x+6 


x -x+2 ç 
(3) oa sa a -37s 化 为 部 分 分 式 的 形式 。 
解 : 


(1) >yl:=(2*x+4)/(x^2-4*x+4); 
y2:= ((x^3+8)/(2*x-4)); 


y3:=(x^2-4); 
l= 2x+4 
i X —4x+4 
x +8 
2 = 
á 2x—4 
y3= x? -4 
> (y1/y2)*y3; 
(2x + 4)(2x — 4)(x° — 4) 
(x? — 4x+ 4)(x° +8) 
> simplify(%); 
x+2 
x’ 2x+4 
(2) > (x^2+3*x+2)/(x^2+5*x+6); 
x? +3x+2 
x’ +5x+6 
> normal(%); 
x+1 
x+3 


或 者 : 
> simplify(%%); “9%%” 表 示 对 上 两 个 运算 结果 作 运 算 ， 
个 运算 结果 作 运算 。 


“%%%” 表 示 对 上 三 
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X 十] 
x+3 
(3) > f(x):=(x^2-x+2)/(2*x^4+5*x^3-14*x^2+2*x+5); 


2 

-x+2 
fo = “—  — Xt 
@ 2x4 +5x° —14x? +2x+5 


> convert(f(x),'parfrac',x); 


22 1 
— —(70+13x) 
F. Pt m. 
3x-1 2x+1 x*+3x-5 
把 分 式 化 为 部 分 分 式 的 方法 很 重要 ， 以 后 可 以 使 有 理 函 数 的 积分 大 大 化 简 。 
三 角 函 数 式 的 化 简 ，Maple 并 无 通 法 ， 一 般 视 情况 灵活 地 采用 以 下 命令 : 
combine(expr,trig), convert(expr,trig), simplify(expr)。 
例 6 化 简 ; 3- 4cos 2a + cos 4a . 
3+4cos2a + cos4a 


解 : 


> x1:=3-4*cos(2*a)+cos(4*a);x2:=3+4*cos(2*a)+cos(4*a); 
x1:= 3 — 4cos(2a) + cos(4a) 


x2 := 3 + 4cos(2a) + cos(4a) 


> x1/x2; 
3 + 4cos(2a) + cos(4a) 
> combine(%, trig); 
tan(a)* 


实验 三 ” 解 方程 (组 ) 和 不 等 式 (组 ) 


问题 ， 

解 方程 (组 )、 不 等 式 (组 ) 是 解决 数学 问题 的 常用 方法 。 线 性 方程 组 的 一 般 解法 在 第 9 章 
中 有 介绍 ， 其 他 各 类 方程 (组 ) 的 求解 没有 一 般 的 方法 。 本 实验 中 我 们 只 学 习 用 Maple 软件 
求 方程 (组 )、 不 等 式 (组 ) 的 数值 解 或 符号 解 的 一 般 方法 。 

实验 目的 : 

会 用 Maple 命令 求 方程 (组 )、 不 等 式 (组 ) 的 数值 解 或 符号 解 。 

实验 准备 : 

解 方程 或 方程 组 的 Maple 命令 为 : 

Ihs=rhs: 方程 式 ; 


solve(eqn,var): | 求解 方程 eqn 里 的 未 知 数 var; 


solve({eqn},var): 

或 

solve(eqn, {var}): 

或 : 

solve( {eqn}, {var}): 这 三 个 命令 都 是 求 方程 eqn 的 解 sol， 并 把 解 表示 为 集合 
fvar=sol} 的 形式 ; 

solve( {eqns}, {vars}): 求 方程 组 eqns 的 解 ,并 把 解 表 示 为 集合 {varl=a,var2=b,…} 
的 形式 ; 

allvalues(expr): 求 出 RootOfO 里 所 有 可 能 的 解 ; 

allvalues(sols[i],'dependent'): 独立 显示 方程 的 第 i 个 解 ; 

subs(var,eqns): 把 变量 或 变量 的 数值 var 带 入 方程 组 eqns 的 两 边 ， 得 eqns 
左右 两 边 的 值 ， 我 们 常用 这 个 命令 验 根 或 验 var 解 。 


下 面 主要 介绍 方程 或 方程 组 的 符号 解 ( 即 精确 解 ) 的 解法 。 
例 1 求 下 列 方程 或 方程 组 的 解析 解 。 

(1) 5*+5* =750; 

(2) 15xŠ-13x5-73x 3 -55x2-86x2-+140x-24=0; 

(3) x -3x+1=0; 

(4) s 


x? +y’ =l; 


x +y =l, 
(5) r 
Jx-y =x -y . 


(1) > solve(5^x+5^(x-1)=750,x); 


In(625) 
In(5) 


> simplify(%); 


即 方程 的 解 为 x=4。 


(2) > solve(15*x^6-13*x^5-73*x^4-55*x^3-86*x^2+140*x-24=0); 


— 


2: pi "1 l 1 
E 3. A a = AD 
35? 2 v7 2 2 v7 
>solve(15*x^6-13*x^5-73*x^4-55*x^3-86*x^2+140*x-24=0,{x}); 

2 l 1 1 1 1 
(=-= ihaz- 


>solve((15*xA6-13*xA5-73*xA4-55*xA3-86*xA2+140*x-24=0),íx)); 


第 1 章 初等 代数 15 


e=- aihe ihi Nha- 


注意 这 里 求解 的 不 同 的 表达 方法 。 一 般 4 次 以 上 的 一 元 多 项 式 方程 不 总 有 解析 解 ， 但 
在 下 面 的 例子 中 我 们 会 看 到 在 复数 范围 内 Maple 可 以 方便 地 求 出 一 元 n 次 方程 的 n 个 数值 
解 。 
(3) > solve(x^4-3*x+1=0,{x}); 
{x = RootOf( Zí -3 Z +1,index =1)}, {x = RootOf( Zí —3 Z + L index = 2)) 
{x=RootOf( Z* —3 Z +1,index =3)}, {x = RootOf( Z* -3_Z +1, index = 4)} 
> allvalues( {x = RootOf( 2^4-3* Z+l,index = 1)}); 


r= Lyg O22579) +48 _ 1 art 
12 (972 + 1245793)" 12 
(2/3) 

=ë (972 + 12/5793)/2 + 48 (072 + 12 /5793)e 5 

(972 +1245793)"? 

/ (2/3) 
k ; 全 216V6(972+12V5793)09 | l | 
+ 


(972 +12/5793)2” +48 J 


(972 +12/5793)0D 
(972 +12/5793)0 


> evalf(%); 
{x =.3376667660) 
> allvalues( {x = RootOf( 2Z^4-3* Z+l,index = 2)}); 


= L g 0724125793 +48 _ 1 or 
12 (972+1245793)"® — 12 
(2/3) 
_ [6221245993 +48 072, 12437530 
(972+12 5793)" 
(2/3) 
— 216V6(972+12 /| 
f + 
(972+12V5793)0 (972+12V5793)2 +48 
(972 +12/5793)% 


> evalf(%); 
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{x = 1.307486101} 
> allvalues( {x = RootOf(_Z^4-3*_Z+1,index = 3)}); 


r= -Lyg |072+12Y5793) "+48 ，1 pgr 

12 (972 +1245793)™ > pe 
(2/3) 

š (972 +12/5793)°/2 +48 (97241245793) 

(972+ 1245793)" 
(213) 

+ 

(972+ 12/5793)" (972 +12/5793)°”2 + 48 

(972 +12V5793)003) 


{x = —.8225764333 + 1.2603 179621} 
> allvalues({x = RootOf( 2Z^4-3* Z+l,index = 4)}); 


x=- 46 (972+12/5793)2 ”+48 ，1 var 
12 (972+12/5793)22 — ` 12 
(972+12/5793)2 +48 " 
° Or C+ 5793) 
(2/3) 
A ep ar Eion] | 
+ 
(972+12V5793)23 +48 
(972+12V5793)03 |O72+1245793) + 
(972 +12/5793)%2 


{x = —.8225764333 —1.2603179621) 


> evalf(%); 


> evalf(%); 


我 们 看 到 Maple 恪守 自己 的 诺言 ， 原 题 中 如 果 都 是 精确 值 ， 无 论 计 算 多 么 艰苦 ， 解 答 


中 一 定 以 精确 值 表示 。 当 solve0 命 令 无 法 解 出 高 次 方程 的 解析 解 ， 解 中 会 含有 形 如 : 

RootOflq(_ 2Z)) 的 解 ， 其 中 RootOfO 里 的 自 变量 是 原先 的 方程 式 9，“_Z” 表 示 原 先 的 自 
变量 ， 对 于 这 种 解 我 们 再 用 命令 allvalues(sols[i],‘dependent’) 来 化 简 各 个 解 ， 化 成 数学 上 常 
见 的 解析 解 ， 也 可 以 用 命令 “simplify(%,symbolic)” 或 “simplify(%,radical)” 或 


“combine(%,radical)” 或 “convert(%,radical)” 来 化 简 形 如 “RootOf(q(_Z))” 的 解 ， 得 到 解 
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析 解 。 这 些 方法 的 精确 度 不 尽 相 同 ， 哪 种 精确 度 更 好 ， 读 者 可 自己 动手 计算 比较 。 


(4) 


(5) 


> eqns:={x+y=0,x^2+y^2=1}; 
eqns = {x+ y=0,x2 +y? =l) 


> p:=solve(eqns, {x,y} ); 
p={x=-RootOf(2 Z? —1,label= _ LI), y = -RootOf (2 _ Z? —1, label= _ LI} 


> allvalues(%,'dependent'); 
b = 2, x= -VD =-7 Vx -了 
我 们 用 命令 subs(var,eqns) 进 行 解 的 检验 : 
> subs([y1=(1/2)*sqrt(2),x1=-(1/2)*sqrt(2)],eqns); 
{0=0,1=1} 
> subs([y2=-(1/2)*sqrt(2),x2=(1/2)*sqrt(2)],eqns); 
{0=0,1=1} 
从 最 后 两 个 语句 我 们 看 到 (x, y) 的 两 组 值 使 方程 左右 两 边 相 等 ， 所 以 
VD=7Vx= -7 -7 
都 是 方程 组 的 解 。 
> eqns:={x^2+y^2=1,sqrt(x-y)=x^2-y^2}; 
eqns := (x? +y? = LVx-y =x°— y?) 
> vars:={x,y}; 
vars := (x, y) 


>sols:=solve(eqns,vars); 


sols := {y = RootOf (4_Z* —4__ Z° -2 Z2 +4_ Z -1,.3269928304), 
x=4RootOf(4_ Z* -4 Z -2 _ Z2 +4__ Z -1,3269928304)° 


—3RootOf(4 Z! -4 Z —2 Z +4 Z —1,3269928304) + 2 


-2RootOf4 Z* -—4_ Z° -2 _ Z? +4_ Z -1,3269928304)2), 


{y =RootOf(4_Z* —4_ Z° -—2 _ Z? +4_ Z —1,8090169944 —.39307568897), 


x=4RootOf4 Z -4 Z -2 _Z2 +4_ Z —1,8090169944 —.39307568897)° 
-3RootOf4 Z* —4 Z° -2_ Z2 +4_ Z -1,8090169944 — 3930756889) + 2 


—2RootOf(4_ Z* -4 Z° —2 _ Z2 +4__ Z -1,.8090169944 —.39307568891)21, 
{y = RootOf(2 _ Z? —), x= RootOf(2 _ Z? -1)}, {y =0,x=1} 


观察 这 个 解 ， 知 道 其 中 有 4 个 解 ， 下 面 一 个 一 个 把 它们 表达 出 来 : 


> allvalues(sols[1],'dependent'); 
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asa L5 +i 2 + 5. = d3- 
pe cr 


> s1:=simplify(%); 


sl 也 = 了 5 + 2 +245, -+ 5 +T +2Y5} 


> allvalues(sols[2],'dependent'); 


e+ 2 -7 "3 = 5+ 2 2 2V5 
-1 1 5-1 2245] „y=Ż+4v5- 142-245) 


> s2:=simplify(%); 
ja = +4 5-2 -2+205. = - 145 -11-2+245) 
> s3:=allvalues(sols[3],'dependent'); 
sa=(y=2 V212} ty =- 
> s4:=allvalues(sols[4],'dependent'); 
s4= {y=0,x=1} 
sols = {y =0,x = 1}, {x = RootOf(2_ Z? —1), y = RootOf(2_ Z? —D)), fx = 2 
+4RootOf(4_Z* -4_Z°-2_Z?+4_Z -1,.3269928304) 
—3RootOf(4 Z* -4_ Z° -2 Z2 +4_ Z -1,.3269928304) 
-2RootOf(4 _ Z4-4 Z? —2 Z? +4 Z -1,3269928304)2 
y=RootOf(4_Z*-4_Z°-2_Z’+4_Z -1,.3269928304)), (x = 2 
+4RootOf(4 Z* —4_ Z? —2 _ Z2 +4_ Z -1,.8090169944 —.39307568897)° 
—3RootOf(4_Z* -4 Z° —2__ Z? +4_ Z -1,8090169944 —.39307568891) 
—2RootOf(4 Z* -4 Z° —2 _ Z? +4_ Z —1,.&8090169944 —.39307568897)2, 
y=RootOf(4_2Z4-4 Z° —2 __ Z? +4_ Z —1,8090169944—.3930756889])) 
> s2:=allvalues(sols[2],'dependent'); 


s2={r= 5 p= 2 {x =- 2, x= 1 2) 


> convert(sols[3],radical); 


waai- ia] 3 53.25 


4 


- 1-1 45 1 3245] ， = 1 5 + 2 +275) 
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> s3:=simplify(%); 


3 (r= t+ + y= 5+7Y2+2Y5) 


> convert(sols[4],radical); 


td + >] -245442-5 
-disisi 4225) = +2 5 +. 2245) 


> s4:=simplify(%); 


4 人 = T 5-7 2425. = z+ 145-71-24 245) 


> s1,s2,s3,s4; 
sntr = ENZ VD), {r= Gy 
(ttt S++) 


4 
x= -712+25, ?= 二 + -22 


现在 我 们 看 到 了 Maple 的 符号 计算 能 力 了 吧 ， ee na 
的 精确 解 ， 更 何况 即使 方程 有 解 ，solve0 命 令 未 必 总 能 求 到 这 个 解 ， 特 别 当 有 方程 解 而 求 
不 出 解 时 ，Maple 不 作 任 何 返 回 ， 这 一 点 我 们 必须 给 以 足够 的 注意 。 

方程 (组 ) 的 数值 解 : 

用 “solve” 命 令 求 方程 cosx=x 的 解 的 结果 如 下 : 

> solve(cos(x)=x,x); 

RootOf(_ Z —cos(_ Z)) 

当 我 们 用 “solve” 命 令 无 法 得 到 方程 的 解 时， 我们 可 以 党 试用 “fsolve” 命 令 求 方程 的 

近似 值 解 ， 也 叫 数值 解 或 浮 点 数 解 。fsolveO 即 floating point， 意 为 浮 点 数 解 。 


> fsolve(cos(x)=x,x); 


.7390851332 

即使 用 folve0 解 高 次 多 项 式 方程 (组 ) 或 非 多 项 式 方程 时 , 也 不 -- 定 能 一 次 解 出 全 部 解 。 
所 以 最 好 的 方法 是 先 画 出 方程 的 图 形 ， 找 出 方程 中 根 的 大 致 位 置 ， 以 这 样 的 位 置 对 应 的 数 
为 初 值 求 出 解 来 。 下 面 介绍 相关 的 命令 : 

fsolve(eqn,vars): 求 以 vars 为 变量 的 方程 eqns 的 解 ; 

fsolve(eqn,vars=x0): 从 vars=x0 来 搜寻 eqn 的 解 ; 

fsolve(eqn,vars=x0..x1): 在 x0 到 xl 的 范围 内 搜寻 eqn 的 解 ; 

fsolve(eqn,,vars,complex): ”在 复 平面 求 方程 组 的 解 。 

resolve(eqns,f(n)): 指定 函数 为 Rn)， 求 迭代 方程 的 解 。 
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下 面 主要 介绍 方程 或 方程 组 的 数值 解 ( 即 近似 解 ) 的 解法 。 


例 2 
(1) 


(2) 
(3) 


(2 


— 


G) 


求 下 列 方程 的 数值 解 。 
cosr x 
sin(tanx)=1; 
10-In(x+ Vx? -1 )+1nG+ V8 )=0; 
cosx=0 在 x=1.5 附近 的 解 ; 


sın x 


一 一 =0 ,xe 0,12]; 
x 


x—cos(x`)= 0, 


: 一 般 地 超越 方程 的 解 需要 用 “fsolve0 ”命令 求解 。 


> eqns:={cos(X)=(1/2)*#X}; 
eqns := {cos(x) = j» 
> fsolve(cos(x)=(1/2)*x); 


1.029866529 
> simplify(subs(x=1.029866529,eqns)); 
{.5149332649 = .5149332645} 
经 检验 ， 方 程 的 数值 解 为 xs1.029866529。 


> fsolve(sin(tan(x))=1,x); 

1.003884822 
即 方程 的 数值 解 为 xs1.003884822。 
> eqn:=10- (ln(x+(x^2-1)^A(LU2))-ln(3+(3^2-1)A(1/2)))=0; 

eqn:=10 -ln(x + Vx’ -1)+IinG3+V8)=0 
> solve(eqn,x); 
- Jose -3 — 242 +2V2ec2z)en 
> simplify(%); 
16 +3e2 +2V2e2 -2V2)eC 

> evalf(%); 

64189.82535 
> simplify(subs(x=64189.82535,eqn)); 

.410*=0 

> 即 方程 的 数值 解 为 x64189.82535; 


(4) 


(5) 


(6) 
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方程 的 符号 解 为 G+3e" +2V2e” -22e 
> fsolve(cos(x)=0,x=1.5); 


1.570796327 
即 方程 在 1.5 附近 的 解 为 x==1.570796327. 
> eqn:=sin(x)/x; 
ame sin(x) 
> solve(eqn=0, {x}); 
solve0) 没 有 求 出 解 来 ， 利 用 fsolve0O 命 令 搜寻 求 出 解 ， 如 图 1.1 所 示 。 
> plot(eqn,x=0.1..10,y=-0.5..1); 
> fsolve(eqn=0, {x}); 


{x = —3.141592654) 


图 1.1 利用 fsolve 命令 求解 

> fsolve(eqn, {x=2..4}); 

{x =3.141592654; 
> fsolve(eqn=0, {x=5..7}); 

{x = 6.283185307} 
> fsolve(eqn=0, {x=8..10}); 

{x = 9.424777961} 
> eqn:=x-cos(x^3); 

eqn := x — cos(x’) 
> solve(eqn=0, {x}); 

{x = cos(RootOf(_ Z —cos(_ Z)°))) 

这 个 解 也 没有 表达 出 来 ， 用 fsolve0) 求 解 : 
> fsolve(eqn=0, {x}); 

{x = .8351229437} 


只 有 一 个 解 ， 是 否 丢 解 了 呢 ? 画图 检验 以 下 ， 如 图 1.2 所 示 。 
> plot(eqn,x=-3..3,y=-4..4); 


图 1.2 检验 解 


这 个 方程 只 有 一 个 解 。 
一 元 不 等 式 和 不 等 式 组 : 


为 了 求 不 等 式 的 解 ， 我 们 需要 了 解数 学 上 常用 的 实数 区 间 与 Maple 的 实数 范围 
RealRange() 的 对 应 关系 ， 如 表 1.2 所 示 。 


表 1.2 RealRange 表示 法 


实数 区 间 符号 表示 方法 

(a,b) RealRange(Open(a),Open(b)) 
[a,b] RealRange(a,b) 

[a, b ) RealRange(a,Open(b)) 

(a, b ] RealRange(Open(a),b) 

(- =, b) RealRange( — oo ,Open(b)) 

人 0, b] RealRange( — oo ,b) 

(a,%) RealRange(Open(a), oo ) 

|a, o) RealRange(a, o) 

人 >, co) RealRange( 一 co ,oo ) 


数学 中 的 不 等 号 与 Maple 中 的 不 等 号 对 应 关系 如 下 ， 如 表 1.3 所 示 。 
表 1.3 数学 中 的 不 等 号 与 Maple 中 的 不 等 号 对 应 关系 


数学 中 的 不 等 号 Maple 中 的 不 等 号 
之 >= 
< <= 
> <> 
Maple 中 求解 不 等 式 (组 ) 的 操作 与 求 方程 (组 ) 的 操作 基本 相同 ， 求 解 命令 如 下 : 
solve(ineqn,var): 解 不 等 式 ; 
solve(ineqn, (var) ): 解 不 等 式 ; 
solve( {ineqn 1 ,ineqn 2 +) , var): 解 不 等 式 组 。 


例 3 解 下 列 不 等 式 或 不 等 式 组 。 
(1) x'+4x°+2x-1>0; 


8—2**' > 0, 
(2) 4log, (x—-1)+220, 
2 


x—-1>0, 


解 : 


(1) > solve(x^3+4*x^2+2*x-1>0,x); 


RealRaned Open - 5 一 S V13 ) Open(-D J RealRangd open| - ñ + TE ) ° 


即 解 集 为 实数 域 ; (773 一) 或 (- 了 + 了 V3,%)， 上 式 中 Open 表示 开 区 间 。 
若 采 用 如 下 命令 ， 解 集 表达 较 符合 传统 习惯 ， 


> solve(x^3+4*x^2+2*x-1>0,{x}); 


C333 cr < 2+ <a) 


(2) > solve({8-2^(x+1)>=0,log(1/2)(x-1)+2>=0,x-1>0}, {x}); 
{l < x,x < —In(2) + I(8) 
In(2) 
B simplify(%); 
<x,x<2} 


即 解 集 为 (2]。 会 求 不 等 式 (组 ) 的 解 也 就 会 求 函数 的 定义 域 了 。 
例 4 某 人 养 了 一 对 兔子 ( 公 母 各 一 只 )， 一 月 后 ， 这 对 兔子 生 了 一 对 小 免 ， 以 后 每 月 ， 


每 对 成 熟 ( 即 一 月 以 上 ) 的 兔子 都 生育 一 对 小 兔 。 假 如 一 年 内 没有 发 生死 亡 ， 一 对 兔子 一 年 
内 繁殖 成 几 对 ? 


列 。 


画 个 模型 由 不 完全 归纳 法 容易 得 到 关系 式 ， fn)=fn-1D+hn-2), AF1, fA2)=1。 

写 出 前 若干 项 ，1，1，2，3，5，8，13，21，34，5$，… 把 这 个 数列 称 为 斐 波 那 契 数 
裴 波 那 契 数列 源 于 上 述 的 兔子 问题 ， 问 题 的 解 显然 是 数列 的 第 12 项 。 

把 数列 (a } 中 的 a, 和 前 面 的 a(0<i<n) 关联 起 来 的 方程 叫 递归 方程 ， 也 叫 差分 方程 。 
递归 方程 

现在 我 们 试用 Maple 命令 求 这 个 递归 数列 的 通 项 。 

求 递 归 方程 解 的 Maple 命令 : 

rsolve(eqns,fcns): 求解 由 方程 式 eqns 确定 的 递归 数列 的 通 项 fn): 

> rsolve( {f(n)=f(n-1)+f(n-2), 

> f(0)=0,f(1)=1}, {f@)}; 
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1+V5 1+V5 


l+ 
fib=n> 
-1+5 1+V5 
> fib(0); 
-55+1 -145-1 
+ 一 一 一 
-1+W 1+V5 
> simplify(%); 
0 


> > rationalize( {seq(fib(n),n=0..15)}); 
{0,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,} 
> sq:=[0,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144]; 
sq = [0,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144] 
> add(i,i=sq); 
375 
即 1 对 兔子 ， 一 年 内 能 生 375 对 兔子 。 下 面 作出 数列 的 图 像 : 
> rationalize( {seq([n,fib(n)],n=0..15)}); 
{ [0, 0] [8,21], [4 3], B, 2], B. 5] , [6 8], [7, 13], [9, 34], Do, 55], [13, 233], 
[15, 610], [14, 377], [12, 44], [11, 89], P. 1], [L |) 


> plot(%,style=point); 
我 们 用 作 图 命令 plot 作出 了 裴 波 那 契 数列 的 分 布 图 ， 如 图 1.3 所 示 。 


1.3 裴 波 那 契 数 列 的 分 布 图 
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实验 四 ” 百 鸡 问题 一 -不定 方程 的 解 


问题 : 

“ 百 鸡 问题 ”是 我 国 古代 史上 杰出 的 成 就 之 一 ， 曾 传 到 国外 ， 当 时 在 世界 上 影响 很 大 。 
计算 机 技术 的 出 现 ， 使 我 们 今天 能 在 这 一 古老 问题 上 分 享 科 技 进 步 的 成 果 。 我 们 一 般 将 整 
系数 不 定 方程 称 为 “ 丢 番 图 方程 ”， 把 求解 这 种 方程 称 为 “不 定 分 析 ” 或 “ 丢 番 图 分 析 ”。 
如 果 你 喜欢 “数论 ”的 话 ， 可 以 在 任何 一 本 数论 著述 中 找到 它们 。 

实验 目的 : 
会 用 综合 Maple 中 的 函数 、 序 列 、 串 行 、 集 合 、 有 映射 的 命令 求 函 数值 ; 
会 用 上 述 命令 解 不 定 方程 和 进行 数列 的 有 关 运 算 。 
实验 准备 : 
了 解 如 下 映射 命令 的 概念 和 用 法 : 
map(f,expr): 将 函数 /映射 到 串 行 、 集 合 或 数组 等 结构 expr 的 元 素 中 去 。 
例如 : 
> map(f,[1,2,3]); 
KORKORO) 
> map(sin,[a,b,c]); 


[sin(a), sin(b), sin(c)] 


实验 演示 : 
BJ 1 今 有 鸡 俩 一 ， 值 钱 五 ， 鸡 母 一 ， 值 钱 三 ， 鸡 锥 三 ， 值 钱 一 。 凡 百 钱 买 鸡 百 只 。 
问 鸡 伍 、 鸡 母 、 鸡 锥 各 几何 ? 
x+ y+ z =100, 


。 BILA., yÉ 只 ， 得 ， 
解 : RBI, 鸡 母 、 HR x, y,z 只 ， 得 : Sx + 3y+ 32=100, 


消去 z， 得: y = —_ . 
> y:=x->(100-7*x)/4; 
y=x—>25- Zx 
> map(y,{4,8,12,16});# 把 x 的 可 能 取 值 映射 到 y(x) 这 个 函数 中 , 求 出 y 值 : 
{-3,4,11,18} (1) 
不 要 算 y 的 值 ， 只 要 观察 y 与 x 的 对 应 关系 ， 如 下 修改 上 段 语 句 ， 求 使 y>0 BJ x ER y 
的 值 ; 
> map(y,[4,8,12]); 
{18,11,4} (2) 
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EPH x 取 值 的 集合 映射 出 y 的 取 值 集合 ， 在 (2) 中 用 x 取 值 的 串 行 映射 出 y 的 取 值 


串 行 ， 通 过 两 种 手段 都 能 达到 求 函 数值 的 目的 。 


> z:=(x,y)->100-x-y; 


z:= (x,y) + 100—x— y 


> z(4,18),z(8,11),z(12,4); # 这 是 求 二 元 函数 的 函数 值 ， 也 很 方便 
78,81,84 
x=4 x=8 x=12 
得 到 三 个 解 : 7 =18 或 和 y=11 或 y=4 
z=78 z=81 z = 84 


FISS, ISE X5383224, 18, 7858, 11, 81 FK 12, 4, 84 R. 
您 也 可 以 利用 前 面 学 到 的 Maple 命令 ， 另 外 设计 一 段 小 程序 来 解决 这 个 问题 。 


习题 一 


采用 纯 文本 输入 法 和 二 维 输入 法 ,分 别 输入 以 下 符号 或 算式 ， 并 执行 运算 ， 对 近 

似 计算 结果 保留 8 位 有 效 数字 ， 看 一 看 各 有 怎样 的 运算 结果 。 

t, e, Sina, mft, 85 o, 62r W SD 
2 X —xy—2y 

计算 下 列 各 值 ， 先 进行 精确 计算 青 进行 近似 计算 ，( 对 近似 计算 结果 保留 Maple 系 

统 默认 的 有 效 数 字 位 数 ) 看 看 各 有 怎样 的 运算 结果 。 

sin, cos V2, arcsin =, 100!, In30, log,10, eĉ. 


18 世纪 70 年 代 , 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler) 引 进 了 虚数 单位 ， 系统 地 建立 了 复数 理论 
后 ， 发 现 了 三 角 函 数 与 e 的 虚 指 数 曙 之 间 的 关系 ( 欧 拉 公式 ): 
e" =cos 0 +isin 8 

又 利用 法 国 数学 家 棣 美 弗 (DeMoivre) 发 现 的 著名 公式 : 

[r(cos@ +isin 8 )] "= r” (cosn @ tisinn 0 ) 
4 r=1,n=1, 0 =r 时 得 : e" +1= 0， 人 称 这 是 联系 数学 上 5 个 特殊 常数 : e ，r ， ,1， 
0 的 美妙 公式 。 试 用 Maple 计算 欧 拉 等 式 ， 看 看 能 否 得 到 相同 的 结果 。 
对 任意 实数 x， 比 较 floor(x) 与 ceil(x) 的 大 小 。 
(1) 求 最 接近 V2002 的 整数 ; 
(2) 小 于 或 等 于 V2002 的 最 大 整数 ; 
(3) 大 于 或 等 于 V2002 的 最 小 整数 。 
求 出 下 列 各 组 数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 : 
(1) 72, 75; 
(2) 36, 48, 53, 63, 81; 


11. 


13. 


5° 3° 103 ° 


把 下 列 各 式 因 式 分 解 : 


(1) 
(2) 


(3) 


x +xl+x+l; 
X2y + xy? + x2z + xz2 + y2z + yz? + 3xyz ; 


2x'-5x2 -3x +4r-10Vxz -6， 分 别 在 实数 集 和 复数 集 上 因 式 分 解 。 


展开 下 列 各 式 : 


(1) 
(2) 


sin 2x cos 4x; 


(2Vx +D(Vz -3)(x? +2, BAFER TREHI]. 


解 下 列 方程 ; 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


(5) 


(x+3)(x+4)(x+5)(x+6)=8; 
Vx+4+Vx+1l=7; 


6x 8 1 
+ = 


， 试 以 subs0 指 令 验 证 -5，-4，-3，-1，1，2，3，5 这 8 个 数字 哪 一 个 是 方程 : 


x! +13x) +59x2 +107x + 60 = 0 的 根 。 
PUNI: a =n ”， 请 你 把 这 个 数列 的 前 8 项 写成 序列 、 串 行 和 集合 。 
再 求 : 


(1) 
(2) 
(3) 


G3) 


sS ata, +a, + +a, 
S= 4+4, +4, + +a, 
Plo ara ay ag; 
Paia’ a3 G, o 


试 利用 命令 convert(evalf(Pi),rational,n) 把 x 转换 成 分 数 ,并 利用 这 个 命令 找 出 
祖冲之 的 约 率 negii 分 别 具 有 几 个 位 数 的 精确 度 。 

1949 年 , 人 类 首次 在 名 叫 ENICA 的 计算 机 上 花 了 70 小 时 , 把 r 值 计算 到 2037 
位 有 效 数 字 。 请 在 你 的 计算 机 里 ， 用 Maple 7 来 计算 需要 多 少时 间 才 能 达到 
这 一 精确 度 ? 

在 1961 Æ, IBM7090 用 了 8.72 个 小 时 计算 出 100200 位 有 效 数 字 的 r 值 , 在 
你 的 计算 机 里 ， 用 Maple 7 来 计算 需要 多 少时 间 才 能 达到 这 一 -精确 度 ? 


已 知 a,=l,a ,=1,a, -7a,_j+10a,,=0(n>3)， 求 递归 数列 的 通 项 公式 。 
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14. Ela =La,j=0a,=a, "a, =0(0>3)， 求 该 递归 数列 的 通 项 公式 。 
15， 求 下 列 方程 或 方程 组 的 数值 解 ; 


(1) sin2x-x=0; 

(2) e*”*—x+x ` =0; 

(3) sinh x-6x2 =0; 

(4) s 5 , 
y—-2x=0, 


.中 国 剩余 定理 源 出 于 《孙子 算 经 》 的 “ 物 不 知 数 ” 问 题 ，“ 今 有 物 ， 不 知 其 数 ， 


三 三 数 之 剩 二 ， 五 五 数 之 剩 三 ， 七 七 数 之 剩 二 ， 问 物 几何 ? ”请 试用 Maple 求解 。 
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实验 一 ”函数 图 像 及 性 质 


问题 : 

高 等 数学 的 研究 对 象 是 函数 ， 图 像 虽 然 能 全 面 的 反映 函数 性 质 ,， 但 在 传统 数学 课程 中 ， 
图 像 更 多 地 依赖 于 解析 计算 ， 而 繁 难 的 计算 往往 影响 了 对 “ 形 ” 的 分 析 和 使 用 ，“ 数 形 结 
合 ” 不易 实现 。 计 算 机 软件 不 但 长 于 做 大 量 的 、 繁 琐 的 、 重 复 的 计算 ， 而 且 有 具备 较 强 的 作 
图 功能 ,利用 数学 计算 软件 “ 数 ”、“ 形 ” 的 依存 关系 信 手 拓 来 ， 我 们 可 以 先 作 函数 图 像 
再 执 果 索 因 ， 依 图 研究 函数 性 质 ， 甚 至 方程 (组 )、 不 等 式 的 数值 解 也 可 以 利用 图 像 得 到 。 

实验 目的 : 

掌握 在 Maple 环境 下 函数 的 定义 方法 ; 掌握 函数 的 直角 坐标 表达 式 、 参 数 式 函数 、 极 
坐标 式 函 数 、 隐 函数 和 分 段 函 数 图 像 的 作法 ， 利 用 图 像 求 函 数 的 性 质 及 方程 (组 ) 的 数值 解 ， 
学 会 求 函 数 的 极限 ， 学 会 判断 函数 的 连续 性 。 

实验 准备 : 

1. 函数 的 命令 

Maple 中 有 一 些 固定 的 内 建 函 数 ， 这 些 函 数 就 是 如 下 的 常用 数学 函数 ; 

(1) 常用 数学 函数 : 


sin() cos() tan() cot() sec() cscO ` 三 角 函 数 ; 

arcsin() arcos() arctan() RZA ŠG 

arccot()。 arcsec() arcesc() f 

sqrt() 算术 平方 根 函 数 ， 
In() 自然 对 数 函 数 ; 
log[10]0 以 10 为 底 的 对 数 函 数 ; 
log[b]O 以 5 为 底 的 对 数 浮 数 ; 
exp() 指数 函数 ; 

abs() ` 绝对 值 函 数 。 


piecewise(cond 1,f 1, cond 2,f 2，…, cond_n,f n, f otherwise): 分 段 函 数 定 义 ， 其 
中 条 件 cond_i(i=1..n) 以 外 的 x 的 区 域 ， 系 统 默认 为 函数 fotherwise。 
K 2.1 列 出 了 常用 数学 函数 的 Maple 输入 法 与 习惯 输入 法 ， 请 注意 其 异同 。 

(2) 定义 函数 的 命令 Maple 用 函数 运算 符 “->” 或 命令 “unapply” 定 义 函 数 : 
f:=x->2*x+1 定义 单 变量 函数 ftx)=2x+1; 
f:=x->2*x*y+1 定义 多 变量 函数 fIx.y)=2xy+1; 


30 数学 实验 基础 
f=f 或 unassign(f) 清除 函数 定义 ; 
f:=unapply(expr,x) 定义 单 变 量 函 数 ftx)=expr; 
f:=unapply(expr,x,y,"**) 定义 多 变量 函数 flx,y,…)=expr。 
表 2.1 符号 的 习惯 用 法 与 Maple 表示 法 

符号 的 习惯 用 法 | Maple 的 表示 方法 

sinx” 或 (sinx)? sin(x)^2 或 (sin^2)(x) 

sinx? 或 sin(x 2 ) sin(x^2) 

(3) 复合 函数 命令 : 
(f@g)GO: 以 f 合 成 g, 产生 复合 函数 flg(x)); 
(f@g@h@...@t)GO: 产生 复合 函数 elhet): 
(f@@n)GO: 函数 /以 xz HRUE, EAR n X, PERA 
数 fU (f: f (xD) 。 
1 个/ 


2. 函数 绘图 的 命令 


plot(f(x),x=x ) ..x , ): 绘制 函数 y=ftx) 当 xE[x 1x ] 时 的 
图 像 ; 
plot([x-expr,y-expr,parameter=range]): 函数 为 直角 坐标 系 的 参数 方程 时 的 
绘图 命令 : 
polarplot(r-expr,angle=range) 函数 为 极 坐标 方程 时 的 绘图 命令 : 
implicitplot(f(x,y)}=c,x=x1..x2,y=y1..y2,options): TEHE xE R YE E A l — Ju Ea e 32 
ftxy)=c 的 图 像 ; 
plot([fi (x),f2(x),f3(x),...],X=xmin..xmax): 同时 画 多 个 函数 图 。 
实验 演示 : 
1. 定义 函数 
例 1 试用 Maple 语句 定义 下 列 各 函数 。 
sin x 
(l) y>=— 
x 
Q) >— 


(3) Ax)=arcsin(lgx)， 并 求 f). AD» A0); 


2x+3, x<0 


(4) mly sag HRAD, KO MED 


解 : 


(1) > f:=x->sin(x)/x; 


ee 31 


sin(x) 


Jf =x— 
(2) > f:=x->(exp(x)-exp(-x))/2; 
f =x> >° -em 
(3) > f:=x->arcsin(log[10](x)); 
(f = x — arcsin(log,, (x)) 
> f(1/10),f(1),f(10); 
ds 
2 2 

为 了 检验 上 述 函 数 关系 是 否定 义 成 功 ， 所 以 这 一 步 求 函 数值 。 正 确 地 求 出 了 函数 

值 ， 上 述 函 数 关系 定义 成 功 。 下 面 用 赋值 号 “:=” 定 义 函 数 : 

> f:=arcsin(log[10](x)); 


f = ae mta) | 


In(10) 
> f(1/10),f(1),f(10); 


ae lit OSS 中 moy jom ),ar ia DG) Jo 

In(10) In(10) In(10) 

我 们 看 到 在 Maple 中 ， 用 赋值 号 “: =” 定 义 函 数 不 能 求 出 函数 值 来 ， 只 是 形式 地 
A SR 3 2 Z 再 采用 复合 函数 的 方法 : 


> g:=x—>arcsin(x); 


g := arcsin 
> h:=x->log[10](x); 
h := logio 
> f:=x->(g@h)(x); 
f = arcsin@ (logo) 
> f(1/10),f(1),f(10); 
— Za ,0, >" 
(4) > f=x->piecewise(x<=0,2*x+3,x>0,2^x); 
f = x — piecewise(x < 0,2x + 3,0 < x,2*) 
> f(2),0),C@Ð( -1); 
| -1,3,2 
采用 “unapply” 的 方式 定义 ， 请 读者 自行 试验 。 
作为 练习 ， 我 们 看 看 如 何 求 分 段 复合 函数 的 表达 式 : 
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> (f@f)(x); 
2x+3 xs01， 2x+3 x<0 
2: 0<x 2* 0<x 
A x<0 2x+3 x<0 
27 0<x 25 0<x 
> simplify(%); 
4x+9 ep 
2 
84” x<0 


22) 0<x 
读者 可 通过 这 个 式 子 求 /[R-1)]， 通 过 ft)) 和 fA-1)) 求 复合 函数 和 函数 值 。 
2. HRES 
1) y=Xx) 或 Kx,y)=0 的 函数 图 像 
例 2 作 下 列 函 数 图 像 : 
CD) = +Š; 
x 
sin? x , 


x? 


3) y= ; 
人 


@ J-y-1=0. 
x 


(1) EXA x>Z0, FF x=-infinity..infinity 为 作 图 范围 : 


> f:=x->x^2+2/x; 


2 
f=x— x +“ 
x 


> plot(f(x),x=-infinity..infinity); 


函数 关系 简单 时 Maple 自动 去 掉 非 定义 域 点 ， 并 不 能 作为 一 般 的 作 图 原则 ， 如 
图 2.1 所 示 。 依 图 像 知 y e(-o,+o)， 这 与 我 们 的 解析 分 析 的 结果 是 一 致 的 。 


(2 


N 


>plot(sin(x^2)/x^2,x=-6..6,scaling=constrained); 

# scaling=constrained 表示 按 正常 比例 显示 ， 如 图 2.2 所 示 。 

依 题 意 ， 定 义 域 为 x 夭 十 2， 是 偶 函 数 ， 故 作 图 时 对 称 地 取 xe [-5,51. 

> plot(x^2/(x^2-4),x=-5..5,y=-6..6); 

如 果 不 要 渐进 线 ， 只 需 加 选项 “discont=true”， 如 图 2.3a、 图 2.3b 所 示 。 


(3 


bi 
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-infinity infinity 
X 
.6 -4 : 4 6 
-infinity x 
Pa. 
图 2.1 y=x “+ 和 函数 图 像 图 2.2 yzi 函数 图 像 
x x 


图 2.3a y= x ERAR 图 2. 3b 去 掉 渐 进 线 


x. 一 4 


(4) 依 题 意 ， 由 方 一 y>0， 所 以 原 式 可 化 为 二 =1， 即 = 二 -1， 如 图 24 所 示 。 


易 见 ye[-1,+ oj], 定义 域 (-%,0)U (0,+%), 所 以 作 图 语句 中 要 加 选项 “discont=true”， 
作出 图 形 ， 来 验证 求 出 的 值 域 : 

plot(1/x^2-1,x=-5..5,y=-1..10,discont=true); 

x> okt, y— -1, MERCI, œ). 

例 3 求 下 列 函 数 的 值 域 ; 

(1) y=v45+4x- x? ; 


-1 . 


解 : 先 求 定义 域 ， 再 作 图 : 

(1) > plot(sqrt(5+4*x-x^2),x=-1..5,scaling=constrained); 
在 图 形 上 求 最 值 的 方法 : 
在 Maple 工作 区 中 光标 停 在 图 形 上 ， 单 击 图 形 的 方 框 时 ， 工 具 栏 左 端 即 出 现 曲线 
上 的 点 坐标 ， 光 标 指向 图 形 最 高 点 显示 2.00, 3.00, Brbl y 的 最 大 值 是 3， 因 此 值 
域 为 [0，3]， 如 图 2.5 所 示 。 


图 2.4 y= l -1 函数 图 像 图 2.5 y=V5+4x-x? 函数 图 像 
(2) 用 传统 的 数学 方法 ， 常 常 作 如 下 解答 : 
反 函 数 定义 域 就 是 原 函数 值 域 ， 由 原 式 得 ; 
ers Tt) epn EL gp y = EE LLX 0 得 反 函 数 定义 域 为 
l-y l-y l-x 1 一 X 
-1<x<1， 故 原 函 数值 域 -1<y<1 。 
现在 只 需 用 命令 plot 作出 函数 图 像 就 可 求 出 函数 的 值 域 -1<y<1。 
> plot((exp(x) -1)/(exp(x)+1),x=-5..5,scaling=constrained); 
其 中 选项 “scaling=constrained” 表 示 按 正常 比例 显示 图 像 ， 如 图 2.6 所 示 。 


图 2.6 y= 一 函数 图 像 
e"+1 


利用 函数 图 像 说 出 这 两 个 函数 的 定义 域 、 值 域 、 单 调 性 、 奇 偶 性 、 最 大 值 、 最 小 
值 情况 应 该 是 很 容易 办 到 的 。 

(3) 解 : 定义 域 为 x 关 0， 是 偶 函 数 ， 故 作 图 时 取 xs [-6,6]， 
> plot(sin(x^2)/x^2,x=-6..6); 

在 Maple 工作 区 中 光标 停 在 图 形 上 ， 点 亮 图 形 的 方 框 时 ， 工 具 栏 堪 端 即 出 现 曲线 上 的 
点 坐标 ， 光 标 指向 图 形 最 高 点 显示 0.00，1.00， 指 向 图 形 最 低 点 显示 2.09，-0.22， 因此 值 
域 为 [-0.22，1]。 也 可 以 取 x€ (-infinity,infinity) 读 者 自己 再 作 个 图 ， 全 面 看 看 函数 的 变化 
趋势 ， 如 图 2.7 所 示 。 


图 2.7 y= zim 函数 图 像 
x 
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2) 多 重 作 图 
y=In(+— 
例 4 求 方程 组 . X 的 解 
= Six 
x 


解 : 这 个 非 线 性 方程 组 没有 一 般 解法 ， 在 数值 分 析 课 程 中 会 有 介绍 。 
我 们 通过 图 像 求 解 : 把 y=in(1+ 二 ) 和 ya EE 的 图 像 作 在 同 - 华 标 系 中 ， 如 图 2.8 所 示 。 


图 2.8 方程 组 函数 图 像 
>plot([In(1+1/x),sin(x)/x],x=0.1..10,color=[blue,brown]); 
在 计算 机 上 可 以 清楚 地 看 到 ， 蓝 色 曲 线 为 yin(1+ 二 ) 棕 色 曲 线 为 i, 


>soll :=fsolve({y=ln(1+1/x) ,y=sin(x)/x}, {x,y}); 
soll := {x = 7.50240072, y = .125195822} 
从 图 像 上 看 应 有 3 个 解 ， 现 换 一 个 命令 “solve” 求 另外 的 解 ， 
> evalf(solve( (In(1+1/x)=sin(x)/x) x)); 
{x = .6506936809} 


> y:=x—>In(1+1/x); 


y=x> m14) 
x 


> y(0.6506936809); 
.9309118958 
根据 图 像 ， 我 们 在 xE (2.0,2.2)，yE(0.3,0.4) 范 围 内 搜索 第 三 个 解 : 
>s013:=fsolve( {y=ln(1+1/x),y=sin(x)/x}, {x,y}, {x=2.10..2.2,y=0.30..0.40}); 
sol3:= {x = 2.17533519, y = .3782335727} 

所 以 方程 组 的 近似 解 为 : 

soll := {x = 7.502140072, y =.1251295822} 

sol2 := {x = 0.6506936809, y = 0.9309118958; 

sol3:= {x = 2.175313519, y = .3782335727} 


3) 参数 方程 作 图 
例 5 作 下 列 参数 方程 的 曲线 ; 
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() o 


y=tsint; 

x=2cos t, 
(2) | 这 

y=3sin t, 
解 : 


(1) > plot([t*cos(t),t*sin(t),t=-2*Pi..2*Pi]); 
方程 组 的 函数 图 像 如 图 2.9 所 示 。 


2.9 Pa WR 函数 图 像 
y=tsint 


(2) > plot([2*cos(t)^3,3*sin(t)^3,t=0..2*Pi]); 
方程 组 的 函数 图 像 如 图 2.10 所 示 。 


2 10 agafi 函数 图 像 
y=3sin°t 


4) 极 坐标 作 图 

例 6 ， 作 极 坐 标 方程 >= 妇 的 动画 图 像 。 

解 : 

>animate(theta*t,theta=0..8*3.1415926,t=1..6,coords=polar,frames=100); 

使 用 动画 绘图 命令 “animate” 作 出 的 图 像 只 要 在 Maple 工作 区 中 ， 选 中 图 形 再 通过 


“view/context bar”， 这 时 在 工具 栏 中 新 出 现 了 一 些 动画 按钮 ， 通 过 这 些 按钮 可 以 进行 图 
形 的 动画 演示 ， 如 图 2.11 所 示 。 
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5) 分 段 函数 作 图 
x—2, x<l 
例 7 ERSA 0， x=1 的 图 像 。 
x, x>1 
解 : 
> with(plots):# 调 用 工具 包 ; 
> =x->piecewise(X<1,x-2,x>1,x,0) 闪 定义 分 段 函 数 ; 


f =x piecewise(x <1,x—2,<x,x,0) 
> plot(f(x),x=-2..4,discont=true); 
函数 的 图 像 如 图 2.12 所 示 。 


图 2.11 极 坐标 方程 r = to 的 动画 图 像 图 2.12 fO) 函数 图 像 


6) RERE 
例 8 (1) x2+y2=l; 
(2) )=1-cos 0; 
3 x - 2 =l, 
6) | y=. 
解 : 
(1) > with(plots): 
implicitplot(x^2 + y^2 = 1,x=-1..1,y=-1..1); 
其 函数 图 像 如 图 2.13 所 示 ， 为 什么 这 个 图 形 并 不 像 圆 ? Maple 规定 了 以 矩形 来 限 
制图 形 边界 ， 而 输出 的 图 形 往往 要 充满 整个 图 片区 域 ， 这 样 就 使 *“ 圆 ” 变 成 了 “ 椭 
圆 ”， 这 个 问题 在 前 面 的 图 形 当 中 都 有 所 表现 ， 不 过 图 形 性 质 决 定 ， 我 们 容易 忽 
略 那些 图 形 的 比例 , 这 就 是 为 什么 有 些 绘图 题目 我 们 要 加 选项 “scaling=constrained” 
的 原因 ， 本 题 请 读者 加 该 选项 后 再 试 一 下 。 
(2) > implicitplot(r=1-cos(theta), r=0.2,theta=0..2*Pi,coords=polar); 
其 函数 图 像 如 图 2.14 所 示 。 
(3) > implicitplot({x^2 ~ y^2 = 1y = exp(x)),x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi); 
其 函数 图 像 如 图 2.15 所 示 。 


如 果 读 者 有 兴趣 了 解 更 多 的 作 图 方法 ， 除 了 多 练习 ， 多 体会 ， 还 可 以 参考 相关 的 
书籍 。 


图 2.15 [人 
y=e” 


实验 二 ”函数 的 极限 与 连续 


问题 : 

极限 概念 是 微 积分 中 最 基本 和 最 重要 的 概念 ， 在 微 积 分 中 几乎 所 有 基本 概念 都 是 用 极 
限 来 定义 的 。 极 限 概念 往往 令 初 学 者 费解 ， 所 以 是 教学 的 重点 ， 也 是 难点 。 利 用 函数 的 图 
像 帮助 我 们 从 更 多 的 侧面 认识 函数 极限 与 连续 的 概念 ， 对 完成 初等 数学 向 高 等 数学 的 重要 
过 渡 是 有 益 的 。 

实验 目的 : 

会 利用 Maple 命令 求 函 数 的 极限 及 函数 的 间断 点 ， 通 过 观察 函数 的 图 像 全 面 了 解 函数 
的 变化 趋势 和 连续 性 质 。 

实验 准备 : 

掌握 极限 、 无 穷 大 、 无 穷 小 的 概念 ， 无 穷 小 的 阶 的 概念 ， 连 续 概 念 及 零 值 定理 。 

理解 以 下 Maple 命令 : 

limit(f(x),x=a,dir) 求 lim f(x), a 取 常 数 或 infinity 或 一 infinity, dir 表示 x 


的 变化 方向 ， 取 left. right. realor complex, 


Limit({(x),x=a,dir) 
discont(f(x),x) 
iscont(f(x),x=a..b) 


iscont(f(x).x=a..b,closed) 


实验 演示 : 


例 1 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


求 下 列 函 数 极 限 。 


. x+sinx 
lim ——— ,; 


XxX" 2x 

1 
lm(1-:!; 
t—0* 


lim 
x—0 


1+x* -1 
lim 
x—0 x 


idel 


lim 一 一 一 一 。 
x—+% arcootx 


cos 2x — cos 3x 


cos ax — cos fx 
a : 
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保留 极限 的 原 式 ， 不 做 任何 计算 。 

找 出 函数 hx) 所 有 的 不 连续 的 点 。 

测试 在 (a,6) 内 ， 孙 数 hx) 是 否 连 续 。 才 不 能 判断 ， 则 返 
[| FALL. 

AREL b] E, RA Ke) 是否 连续 。 


> limit((x^2+1)/(x^2-1),x=1); 


undefined 即 原 式 极限 不 存在 。 


作出 图 像 ， 考 察 x 一 1 时 fx) 的 极限 状态 : 
> plot((x^2+1)/(x^2-1),x=-3..3); 


如 图 2.16 所 示 。 


由 于 y 的 变化 范围 太 大 ， 图 像 看 不 清 ， 限 制 y 的 范围 ， 再 作 一 次 图 ， 如 图 2.17 所 


不 。 


> plot((x^2+1)/(x^2-1),x=-3..3,y=-8..8); 


图 2.16 AARRE 


图 2.17 限制 y 的 范围 函数 极限 图 


由 解析 式 得 分 母 的 极限 : lim(x? -1)=0， 分 子 的 极限 ， lim(x? + D) =2， 由 无 穷 大 
与 无 穷 小 的 关系 ， 所 以 原 式 极限 为 ， 即 极限 不 存在 。 在 上 述 图 像 中 也 说 明了 这 
样 的 数量 变化 关系 。 


k 注意 ; Maple 同 其 他 数学 软件 一 样 ， 进 行 极限 、 导 数 、 积 分 等 运算 时 ， 都 不 能 给 出 


(2) 


(6 


— 


(3) 
(4) 
(5) 


运算 的 中 间 过 程 ， 如 果 仅仅 不 明 就 里 地 求 出 了 运算 结果 ， 这 样 的 学 习 是 没有 
意义 的 ， 所 以 在 使 用 软件 计算 时 ， 千 万 不 能 忽视 数学 课程 的 学 习 。 我 们 一 再 
强调 的 是 : 软件 应 用 不 应 该 也 不 能 代替 数学 课程 的 学 习 
> limit((x+sin(x))/(2*x),x=infinity); 
1 


2 
> limit((In(1+1/x))/arccot(x),x=infinity); 


š | 十 
singnum! In oo 
x 


与 前 面 的 运算 类 似 ， 求 极限 时 ， 出 现 原 题 输出 或 形式 不 简洁 的 运算 结果 ， 这 时 需 
要 变换 一 下 题目 的 输入 形式 ， 就 会 有 结果 了 。 
> limit((In(x+1)-lIn(x))/arccot(xX),x=infinity); 


l 
所 求 极限 为 ,ec ， 
所 求 极限 为 : 5 ; 
所 求 极限 为 : -ce p Ti 


(3)、(4) 和 (5) 的 解答 衣 CREM 

以 上 各 题 的 数学 解答 过 程 如 何 是 读者 需要 思考 的 。 

例 2 自 变量 x 在 怎样 的 变化 过 程 中 下 列 函 数 为 无 穷 大 ? 自 变量 x 又 在 怎样 的 变化 过 
程 中 下 列 函 数 为 无 穷 小 ? 


(1) 


(2) 


© 


1 
让; 

x 

l x 
yG) 

1 
y=2*; 
y=arctan xo 


> plot(1/(x^2),x=-4..4,y=0..5); 

如 图 2.18 所 示 。 

当 x 一 0 时 ，?7 一 +co; 当 x 一 co 时 一 0; 

本 题 请 读者 完成 ( 当 x->+ce 时 ，y 一 0， 当 一 -co 时 一 +co); 
> plot(2X1/x),x=-8..8,y=-4..4); 


= ts i 2 


ERRAK, MEEERRK, RAREN x= 0 的 区 间 内 分 别 递减 。 
(4) 本 题 请 读者 完成 ( 当 x— 0 时 ，y 一 0, 因为 xE( 一 co,ce) 时 ，” 是 有 界 量 ， 所 以 y 
不 是 无 穷 大 量 )。 


2.18 y= 小 西数 图 2.19 并 人) 函数 图 
x 


例 3 在 指定 的 x 的 变化 趋势 下 ， 比 较 下 列 各 无 穷 小 量 的 阶 ， 并 作出 图 像 ， 从 中 体会 
各 无 穷 小 量 趋向 零 的 快慢 程度 。 
(1) 2x-x 5 x2-x (x 一 0); 


(2) l-cosx 与 £ (x— 0); 


(3) lx 51x? GCT。 
解 : 
(1) > limit(( x^2-x^3)/(2*x-x^2),x=0); 
0 

Xx — x° 
2x— x° 
> plot([2*x-X^2,x^2-x^3],x=-2..2,color=[blue,brown]); 
其 函数 比较 图 像 如 图 2.20 所 示 。 图 像 显 示 曲 线 y=x2-x3 ， 当 xE(-0.4,1.2) 时 ， 
与 零 值 相差 无 几 (x 一 0)， 而 曲线 y= 2x-x° 4 x E(-0.2,0.2) 时 ，y FETE, 
也 就 是 当 x 一 0 Bf, È y= x? -x’ 比 曲线 y= 2x-x? 趋 近 于 零 的 速度 快 。 
> limit(( 1—cos(x))/((x“2)/2),x=0); 


即 lim =0, FELA x? -x3=o(2x-x2) (x 一 0)。 


@ 


— 


1 

x? 
即 lim 2 
x>0 ] — cos x 


Í | 
=1, 所 以 本 1 -cosx C 一 0)。 


> plot([x^2/2,1-cos(x)],x=-0..6,y=0..10,color=[green,maroon]); 
图 像 显示 曲线 y=x2/2 Ejy=l-cosx 当 x E(-0.8.0.8) 时 ， 都 与 零 值 相差 无 几 ， 也 就 
是 当 x 一 0 时， 两 条 曲线 趋 近 于 零 的 快慢 程度 几乎 相同 ， 如 图 2.21 所 示 。 
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(3) > limit((1-x)/(1-x^3),x=1); 


1 
3 
Mim 5 =i, JEDA Ix 与 1-x? 是 当 x 一 1 时 的 同 阶 无 穷 小 
xl ] 一 x 


图 2. 20 函数 2x 一 x? 与 x2 一 x3 比较 图 图 2.21 函数 1 一 cosx 与 X 比较 加 


> plot([1-x,1-x^3],x=-4..4,y=-6..6,color=[gold,blue]); 
图 像 显 示 曲 线 y=1-x 与 曲线 y=1-x’ 当 x 一 1 时 ,y 趋 近 于 零 的 快慢 程度 大 体 相同 ， 
但 在 点 零 附 近 趋 近 于 1 的 快慢 程度 还 是 有 区 别 的 ， 如 图 2.22 所 示 。 


图 2.22 1 一 x 与 1 一 x3 


例 4 


. 1 
(1) 讨论 函数 Ko = Jwsin-—, xO 在 x=0 处 的 连续 性 ; 
0, x=0 


D REMA EEEE EAA, HR EMRA. 


(3) 求 函数 fx) = 一 的 连续 区 间 和 间断 点 ， 对 间断 点 指出 它 的 类 型 。 
COSX—-— 
2 


(1) 解 : > limit(x*sin(1/x),x=0); 
0 
即 lim f(x) limyxsinT = 0=f0) ， 所 以 fx) 在 x=0 处 连续 。 
下 面 我 们 用 测试 函数 是 否 连 续 的 语句 来 考察 函数 fx) 在 x=0 处 的 连续 性 。 
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f:=x—>piecewise(x<>0,x*sin(1/x),x=0,0); 


f =x> piecewise x + oxsin 1) = o0) 
x 
> iscont(f(x),x=-5..5); 


true 


g=x> *si[ 2) 
x 


false 


> plot(f(x),x=-5..5,discont=true); 
> g:=x—>x*sin( 1/x); 


> iscont(g(x),x=-5..5); 


> discont(g(x),x); 
(0) 
以 上 语 名 说明: 虽然 g(x) = xsin L AE x=0 处 间断 ， 但 由 于 补充 进 A0)=lim g(x)-0， 所 以 
m x—0 


flx) 在 x=0 处 连续 ， 从 图 像 上 我 们 可 以 更 清楚 地 看 到 函数 在 x=0 处 的 连续 性 ， 如 图 2.23 所 
示 。 l 


E 
图 2.23 f(x) = fanin x= 0 函数 图 像 


0, x=0 
(2) 解 : 
> f:=x->(1-cos(x))/sin(x); 
T 1 — cos(x) 
PARA sin(x) 
> discont(f(x),x); 
f _Z1-) 


> x:=n->evalf(n*Pi); 


x:=n >  evalf(nz ) 
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> n:= -2; 


n:= -2 
> s:=n>limit(f(x)},x=n* Pi}; 


s:=n— lim f(x) 


一 (MT ) 


> seq(s(n),n=-2..2); 
0,undefined,0, undefined,0 


> limit((1~cos(x))/sin(x),Xx=2*n*P1i); 


> limit((1~cos(x))/sin(x),x=(2*n+1)*Pi); 


undefined 


l—cosx ] — cos x 
— —=0 — = co 


即 lim — , lm -二 
x—2nx sin x x>(2n+l y} sin x 


综 上 ，flx) 在 (ar ,(n+1)x ) 内 连续 ，x= kr, kez 是 函数 的 间断 点 ，x =2nr 是 ORKE 
一 类 可 去 间断 点 ，x= (2n+1) z 是 flx) BJ26 28S65318BJB8 ANE Z), 

下 面 我 们 求 出 间断 点 的 数值 解 ， 再 作出 图 像 进一步 理解 函数 的 连续 性 。 

> x:=n->evalf(n*Pi); # 定 义 间 断 点 数值 解 函 数 


x:= n > evalf(nn) 
> x(-4); 


—12.56637062 
> seq(x(n),n=-4..4); # 求 间断 点 序列 
—12.56637062,—9.424777962,—6.28385308,—3.141592654,0.,3.141592654, 
6.283 185308,9.424777962,12.56637062 
> plot(f(x),x— 14..14,y=8..8); 
在 图 形 中 可 以 清楚 地 看 到 x= ka RF, y 间隔 地 表现 为 0，o ，0，o ，…， 所 以 在 这 些 
点 上 ， 按 连续 定义 ，fx) 也 就 不 连续 ， 如 图 2.24 所 示 。 
8 


-2 
-4 
-6 
-8 


图 2.24 f(x) =l-cosx 函数 图 


Sinx 


Se hs 
(3) 解 : 
> f:=x->x/(cos(x)-1/2); 
f =x— = 
cos(x) 一 
2 


> discont(f(x),x); 
a _ 2. _Bl~+2r 71 ~} 
3 3 
EAE min -En bl + 和 天 时 为 更 数 的 所 有 连续 点 ， 其 中 bl 取 二 进 制 数 0 或 1，zl 


取 所 有 整数 ， 也 就 是 = 二 3 + 2 (ne 2 为 函数 所 有 不 连续 点 。 


下 面 我 们 继续 求 出 间断 点 的 数值 解 ， 再 作出 图 像 进一步 理解 函数 的 连续 性 ， 如 图 2.25 
所 示 。 
> x:=(b,n)->evalf(1/3*Pi-2/3*Pi*b+2*Pi*n); 


x:= (b,n) > ovalt Za _ £ b+2r n) 


> x(0,1); 
7.330382858 
> seq(seq(x(b,n),b=0..1),n=-3..3); 
—17.80235837,—19.89675347,—11.5191773.7,—13.6135687,—5.235987758,—7.330382858, 
1.047197551,—1.047197551,7.330382858,5.235987758,13.61356817,11.51917307, 
19.8967537,17.80235837 
> plot(Kx),x=-18..18,y=-20..20); 


图 2.25 f(x) = x 函数 图 像 


1 
cosx 一 一 
2 


由 图 像 知 fx) 的 连续 区 间 为 (-x /3+2mx n /3+2nz ) 或 (x /3+27f , -n /3+2(n+1) n) X 


x 


BF jm —, ftir +2mm (n€ 2828383 AENA. 


XIE MAZER cosx -— 3 
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例 5 证 明 方程 x=2sin x+1， 至 少 有 一 个 正 根 小 于 3。 
证 明 : 设 fx)=2sin x-x+1， 当 xE[0,3] 时 ，fx) 连 续 ， 又 因为 
> f:=x->2*sin(x)-x+1; 

f =x 2sin(x) —x+1 
> f(0),evalf(f(3)); 


1,—1.717759984 
即 端 点 函数 值 异 号 ， 所 以 依 零 值 定理 ，Jtx) 在 (0，3) 内 至 少 有 一 个 实 根 ， 即 fx) 至 少 有 
一 个 小 于 3 的 正 根 。 作 出 图 像 来 验证 这 个 结论 。 
> f:=x->2*sin(x)-x+1; 
f =x 2sin(x)-x+1 
> plot(f(x),x=-4..4,y=-3..3); 


L 3 
x 
l: 
x 2 a 
N y 1 N 
Se \ 


图 2.26 fœ) = x _ 函数 图 像 


实验 三 n 的 计算 


问题 : 

我 们 知道 ， 圆 周 率 r 是 平面 上 圆 的 周 长 与 直径 之 比 ， 所 有 涉及 到 与 圆 有 关 的 各 种 几何 
形体 的 计算 几乎 不 可 避免 地 要 求助 于 x ， 多 边 形 的 内 角 和 也 用 含 r 的 代数 式 来 表示 ， 许 多 
函数 、 无 穷 积 分 的 结果 中 都 与 r 有 着 密切 的 关系 ， 正 如 和 人 们 所 说 ，r 在 数学 中 扮演 着 一 个 
“不 可 一 日 无 此 君 ”的 重要 角色 。 而 x 的 计算 又 有 相当 的 难度 ， 不 但 需要 有 效 的 方法 和 娴 
熟 的 技巧 , 更 需要 创新 思维 , x 的 计算 的 每 一 次 进步 都 带 来 了 人 类 智慧 和 认识 的 新 飞跃 。 x 
就 像 一 扇 窗口 闪烁 着 一 个 时 代 的 数学 水 平和 数学 家 智慧 的 光辉 。 通 过 zx 的 计算 的 回顾 与 展 
望 ， 了 解 这 个 领域 的 现状 ， 对 弘扬 民族 科学 精神 ， 增 强 历史 责任 感 是 有 积极 意义 的 。 

实验 目的 : 


通过 对 “ 徽 率 ”的 计算 ， 进 一 步 体会 用 “有 限 允 近 无 穷 ” 的 极限 的 思想 方法 ， 丽 固 极 
限 概念 ; 


s a | . z 


通过 x 的 计算 ， 初 步 了 解 Maple 的 循环 语句 在 差分 方程 中 的 应 用 ; 

通过 对 的 计算 的 回顾 与 展望 ， 了 解 x 的 计算 的 科学 意义 ， 培 养 我 们 孜孜 以 求 的 科学 
奉献 精神 。 

实验 准备 : 

1. 熟悉 极限 的 概念 ， 会 求 数列 的 极限 ; 

2. 了 解 以 下 循环 语句 的 用 法 : 


for var from a by b to c while cond do: 
something: 
end do; 


这 个 语句 表示 变量 var 从 a 到 c, PKA b, 条件 为 cond, 以 循环 的 方式 计算 something. 
实验 演示 : 

1. 的 计算 的 回顾 

公元 前 2000 年 左右 ， 古 巴比伦 人 得 出 了 r =3+1/8( 即 3.125); 

公元 前 五 世纪 希腊 人 的 数学 书 中 记载 了 r 取 3.1416; 

公元 前 三 世纪 希腊 的 “数学 之 神 ” 阿 基 米 德 用 圆 的 外 切 与 内 接 正 多 边 形 的 周 长 从 大 、 


小 同时 逐步 丈 近 圆 的 周 长 ， 得 3 二 < < 3 了: 


我 国 则 迟 至 公元 前 一 世纪 (东汉 初 年 ) 仍 普遍 采用 “周三 径 一 ”的 古 率 ， 即 x =3， 直 到 
公元 200 年 间 ( 三 国 时 代 )， 数 学 家 刘 徽 首创 “ 割 圆 术 ”， 我 国 才 在 r 值 的 计算 上 取得 了 长 足 
的 进步 。 刘 徽 算 得 : 3.1410 <r <3.1427。 我 国 南 北朝 时 期 的 数学 家 祖冲之 继续 刘 微 的 工作 ， 
在 世界 上 第 一 次 把 x 推算 到 小 数 点 后 七 位 , 也 是 最 早 提出 x 的 两 个 分 数 表 达 式 和 -2 和 x = 


的 人 ， 前 者 叫 约 率 ， 后 者 叫 密 率 ， 吧 避 的 是 他 的 方法 失传 了 了 。 欧洲 直到 一 千 多 年 以 后 ， 


JEREZ. 虽然 值 的 计算 我 国 起 步 较 晚 ， 但 祖 率 能 “ 独 领 风 骚 逾 千年 ”而 成 为 世界 科 
学 史上 一 颗 丙 璨 的 明珠 ， 这 是 我 们 中 华 民 族 的 骄傲 。 

如 图 2.27 所 示 ， 从 内 接 正 六 边 形 算 起 ， 然 后 倍增 边 数 ， 设 图 中 圆 半径 为 r ARE n 
边 形 边 长 为 a, WE 2n 边 形 边 长 a SEn 边 形 边 长 a, 的 关系 为 : 


E F 


图 2.27 内 接 正六 边 形 


azn - r - E r KGY K 
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又 设 圆 面积 为 9， 则 圆 内 接 正 2n 边 形 的 面积 为 gz。 ， 圆 内 接 正 n 边 形 的 面积 为 s， ， 


Z “Loa a asa 2 
那么 , s， z A 小 G) n (2) 


以 EF 为 一 边 的 圆 外 切 凸 n 边 形 面 积 为 $s,, +( San a 所 以 就 有 了 圆 面积 的 不 等 式 : 
San SSS Sant San S,) (3) 


() 是 一 个 递归 公式 ，(2) 式 的 计算 依赖 于 a, ， 也 就 依赖 于 递归 关系 ， 手 工 计算 工 作 量 


很 大 ， 因 此 用 计算 机 研究 r 值 的 计算 是 一 件 有 意义 的 工作 。 


n=3:-232',i=1,2.3---,4 r=10, i=1 时 ，a6=r =10。 


RZA an = Jno- joe -Eyr + ; (4) 
OREA s, = Za, 10 -E 32: ; © 


取 天 10， 刘 徽 算得 正 192 边 形 的 面积 > go 
625 625 
(3) 式 即 
S o <100 z < Sigt (5192 S96) (6) 


I 64 169 
68, 3142 <100x <314 48; 
由 (6) 得 p 5 625 


也 就 是 ，3.141024<x <3.142704。 
下 面 我 们 通过 循环 语句 证 明 上 式 ， 先 求 a 6~ al: 
>a(1):=10; 
for i from 1 to 5 do 
a(i+1):= evalf(sqrt((10-sqrt(10^2-(a(i)/2)^2))^2+(a(i)/2)^2) ); 
enddo; # 这 是 由 (4) 式 写 出 的 程序 。 
| a(1):=10 


a(2) := 5.176380902 
a(3) = 2.610523844 
a(4) = 1.308062585 
a(5) =.6543816566 


a(6) :=.3272346326 


再 求 Sig M so: 
> a(1):=10; 
for i from 1 to 6 do 


ToT n 


s:= evalf((1/2)*a(i)*sqrt(10%2—(a(i)/2)A2)*(2Ai)*3); 
end do; ”# 这 是 由 (5) 式 写 出 的 程序 。 
a(l1):=10 
s := 259.8076212 
s := 300.0000000 
s = 310.5828542 
s= 313.2628616 
s := 313.9350204 


s:=314.1031952 
S 92 = 314.1031952, Sọ = 313.9350204， 代 入 (4) 式 得 : 


>314.1031952+314.1031952-313.9350204; 


314.2713700 
314.1031952 <100z <314.2713700， 即 3.141031952<x <3.142713700。 
> for i from 1 to 15 do: 
> a(i+1):=evalf(sqrt((10-sqrt(10^2-(a(i)/2)^2)^2+(a(i)/2)^2)): 
> end do; 


a(2) := 5.176380902 
a(3) = 2.610523844 
a(4) :=1.308062585 
a(5) := .6543816566 
a(6) = .3272346326 
a(7):=.1636227921 
a(8) :=.0818208053 
a(9) :=.04090612582 
a(10) =.02045307361 
a(11) = .01022653814 


a(12):= .005113269237 
a(13) :=.002556634639 


a(14) :=.001278317322 
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之 计算 的 结构 的 确 优 于 刘 微 。 现 在 ,祖冲之 的 肖像 赫然 立 于 法 国 巴 黎 的 “发 现 


a(15) := .000639586614 


a(16) := .0003195793307 


> a(1):=10: 
> for i from 1 to 15 do: 


> s:=evalf((1/2)*a(i)*sqrt(10^2-(a(i)/2)^2)*(2^)*3): 
> end do; 


现 计算 $32768s<100r<S32768+(S32768 


3.141592642<x<3.141592652+(3.141592652-3.141592642) 
3.141592642<x<3.141592662 


> Digits:=20; 


> evalf(Pi); 


s := 259.8076212 
s := 300.0000000 
s := 310.5828542 
s := 313.2628616 
s := 313.9350204 
s :=314.1031952 
s = 314.1452474 
s := 314.1557608 
s := 314.1583892 
s = 314.1590464 
s := 314.1592106 
s := 314.1592516 
s := 314.1592618 
s = 314.1592642 


s := 314.1592652 
-S16384)， 得 : 


Digits := 20 


3.14159265358979 


0) 


(8) 


把 (7) 式 和 (8) 式 的 结果 对 照 ， 得 : 我 们 用 32768 正 多 边 形 算得 的 结果 与 祖冲之 用 半径 为 
1 的 圆 内 接 正 24576 边 形 的 周 长 为 3.1415926 对 比 , 同样 精确 到 小 数 点 后 第 七 位 ， 可 见 祖 冲 


ar” 
= 


和 莫 斯 
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科 的 “科学 大 礼堂 ”。 我 们 除了 骄傲 ， 更 应 承担 起 弘扬 民族 科学 精神 的 重担 。 

2. x 的 计算 的 意义 及 展望 

后 来 不 断 有 人 致力 于 提高 x 的 精确 度 ，1949 年 美国 的 斯 密 司 和 伦 奇 把 x 值 计 算 到 小 数 
点 以 后 1120 位 ， 成 为 当时 笔算 求 x 值 的 世界 冠军 。 

上 世纪 50 年 代 以 后 r 值 的 计算 开始 借助 于 计算 机 , 目前 已 经 有 人 把 x 计算 到 了 一 亿 位 
甚至 十 亿 位 以 上 的 有 效 数 字 。 或 许 有 人 会 问 ， 穷 追 x 值 的 精度 究竟 有 什么 意义 呢 ? 科学 家 
的 答案 是 : 在 实用 上 没什么 必要 , 一 般 科 技 问 题 , 应 用 5 位 小 数 精确 值 已 经 足够 ; 在 “高 ”、 
“ 精 ”、“ 尖 ”科技 领域 使 用 r 值 ， 有 十 几 位 也 就 完满 了 。 但 从 理论 和 科学 发 现 的 角度 来 
看 : 每 一 次 x 的 近似 值 研究 的 新 突破 都 带 来 了 数学 和 计算 技术 的 进步 ， 产 生 了 人 类 认识 的 
新 飞跃 ， 其 次 ， 在 今天 ， 计 算 无 限 不 循环 小 数 r 的 值 ， 是 检验 计算 机 的 性 能 效率 和 比较 程 
序 设计 优 劣 的 最 好 方式 。 

占领 科学 高 地 的 关键 是 具备 创造 性 思维 ， 而 ne 就 是 屡 呈 异彩 ， 屡 现 奇迹 ， 屡 屡 检 验 人 
们 创造 性 思维 的 “科学 精灵 ”。 
429~500 年 ， 祖 冲 之 得 率 : 5, 


RR TE T n 
1593 年 ， 法 国 书 达 得 : a 3 Heef H 


E E sm 这 个 公式 后 来 被 他 的 朋友 改写 为 ; 
M: e Wy eg 


1 1 
1706 年 ， 英 KB, T =4arctan— -a tan— ; 
年 ， 英 国 麦 欣 得 ctan = — arctan >g 


1743 年 ， 英 国 辛 普 森 得 : 数值 积分 法 


即使 到 了 近代 数学 时 代 ， 仍 然 令 人 惊异 地 闪现 出 r 的 踪影 . 利用 随机 性 来 作 确定 性 的 
计算 。 

蒙特 卡 罗 投 点 法 : 

以 O(0, 0), (1, 0), (1, D), © DA 4 个 顶点 作 正 方形 ， 其 面积 为 S1. UAA O 
为 圆心 的 单位 圆 在 这 个 正方 形 内 的 部 分 是 圆心 角 为 直角 的 扇形 , 面积 为 Si=x /4。 在 这 个 正 
方形 内 随机 地 投入 n 个 点 ， 设 其 中 有 m 个 点 落 在 单位 扇形 内 ， 


SC BR LR 
n Š 4 n 
1777 年 ， 法 国 蒲 丰 在 概率 论 诞生 不 太 长 的 日 子 里 ， 通 过 投 针 实验 得 
2212 。3.142 
704 


投 针 实验 的 一 般 方法 是 ; 将 一 根 长 为 1 的 针 随 意 地 投 在 画 有 间距 为 ec(<o) 的 等 距 平行 线 
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簇 的 平面 上 ， 可 以 证 明 针 与 其 中 一 条 直线 相交 的 概率 是 p=- Ma = ， 特 别 地 令 


1=7， 则 x = 一 。 设 投 针 为 n 次 ， 其 中 与 任 一 直线 相交 的 次 数 为 m, MEF lim” =p, 


I 
px 所 以 ， a 
n ma 


1904 年 ， 英 国 查 里 斯 提出 随机 选取 两 个 正 整数 ， 它 们 互 质 的 概率 是 -与 ， 


1947 年 ， 人 类 开始 了 用 计算 机 计算 x 值 的 新 纪元 ,始作俑者 为 美国 数学 家 冯 WAR. 

不 久 前 ， 人 们 吃惊 地 发 现 ; 从 7 的 数值 式 中 第 155, 565, 860 位 起 都 不 断 地 出 现 
7...3...3...3...3...3...3...3...8”， 这 说 明了 什么 昵 ?难道 x 还 会 蕴涵 着 什么 内 在 规律 吗 ? 
这 个 “小 精灵 ”又 给 人 们 留 下 了 无 尽 的 思考 。 


习 题 二 


1. 试用 Maple 语句 定义 下 列 各 函数 ， 且 用 Maple 语句 证 明 其 奇偶 性 ， 再 作 图 验证 : 


sin x 
l) y=-—: 
(1) j= E 
(2) y=sin x+cos x; 
(3) 双 曲 正弦 shx= Š — 


e* 


(4) MARZ a | =S te 


(5) 反 双 曲 正弦 arsh x=In(x+ Vx? +1 ); 
(6) 反 双 曲 余弦 arh x=In(x+ Vx? -1 )。 
2. 试用 Maple 语句 定义 下 列 各 复合 函数 ， 并 作出 函数 图 像 。 
(1) y=e™ 7; 
(2) y=arcsin[lg(2x+1)]。 
3. ”试用 Maple E 并 作出 函数 图 像 。 


2 
0) = Me 求 有 -1.16)、f0)、fh2); 
l |x]<1, 
(2) 设 fx)=10 ]|=1,, g@ = e* KAOMA effx)], 并 作 这 两 个 函数 图 形 ; 
-1 |4>L 


x= cos? t 
(3) | a 
y=2sin t 


(4) =40, Oe [027]. 
4. ”在 一 个 半径 为 + 的 球 内 嵌入 一 个 内 接 圆 柱 ， 试 将 圆柱 的 体积 V RERA RRA h 
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的 函数 ， 试 用 Maple 语句 定义 该 函数 ， 并 求 此 函数 的 定义 域 。 
、 _ Jeosx, x> 0 
设 函数 g= | x<0 


(1) 观察 g(x) 在 x=0 处 的 左右 极限 ; 
(2) limg(x) 是 否 存在 。 


求 下 列 函 数 的 极限 : 
(1) lim 


(2) lim——_ə0—— j 


(3) lim 


(4) lim 


3 
人 


© lim(—— 


1 1 
7) lim(I+—+—-+...+ —); 
() lim + 了 + 六 T 


(8) im V221 + cosx i 
x>0 sin? x ; 
(9) lim ln( 一 2x) 
x—0 x ? 


. sin(x? —1) . 

UONE a 

(i 
x—0 x 


(Qaya S eS O>. 
x> sin(x“ )tan x 

在 指定 的 x 的 变化 趋势 下 ， 比 较 下 列 各 无 穷 小 量 的 阶 ， 并 作出 图 像 ， 从 中 体会 各 
无 穷 小 量 趋向 零 的 快慢 程度 : 

(1) e*-15 x(x— 0); 

(2) In(l+x)5 x(x — 0); 


G) 1-sinx 与 cosr — >): 
讨论 下 列 函数 的 连续 区 间 和 间断 点 ， 并 指出 间断 点 的 类 型 。 


x’ -l 
D) y: 
()) ETT 


54 


. 设 函 数 fx)= 人 


x .` 
> 
tan x 


(2) y= 


(3) f= cos? 二 ; 
X. 


w y- 122. 


1+2 Z 
用 Maple 语句 证 明 方程 x —3x = 1 至 少 有 一 个 根 介 于 1 和 2 之 间 。 


， 用 Maple 语句 证 明 方程 sinx+x+1=0 ae > ) 内 有 一 个 实 根 。 


. 1l 
， 讨 论 函数 fx) = w x>0 的 连续 区 间 和 间 斯 点 ， 并 指出 间断 点 的 类 型 。 


1+x2, x<0 


a ,常数 a 为 何 值 时， 函数 fiw) 在 (-oo ，w) 内 连续 。 
x 


n Se 
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问题 : 
十 七 世纪 前 后 ， 欧 洲 新 兴 资 本 主义 急剧 发 展 ， 生 产 力 不 断 提高 ， 科 学 技术 不 断 进步 ， 


人 们 从 事 的 航海 、 天 文 活动 需要 求 运动 物体 的 速度 、 加 速度 及 运动 轨迹 的 切线 ， 通 过 运动 
规律 把 握 微 小 的 “瞬时 "变化 规律 。 函 数 的 导数 就 是 通过 导数 法 则 求 函数 的 “瞬时 变化 率 ”。 


法 ; 


实验 目的 : 

了 解 用 Maple 软件 按 导数 定义 求 导数 ， 讨 论 分 段 函 数 的 导数 ， 求 曲线 的 切线 方程 的 方 
理解 一 元 显 函 数 、 隐 范 数 、 参 数 式 函 数 的 导数 、 高 阶 导数 在 Maple 环境 下 的 求法 。 
实验 准备 : 

掌握 导数 及 曲线 的 切线 方程 和 法 线 方程 的 概念 ， 熟 悉 显 函数 、 复 合 函数 、 隐 函数 、 参 


数 方 程 确定 的 函数 及 高 阶 导数 的 求 导 法 则 。 


Maple 中 求 导数 的 命令 : 

slope(eqn,y,x) 计算 曲线 ) 天 Ko) 的 斜率 ; 

showtangent(f(x),x=x0) 画 出 曲线 y=fx) 在 x=x 的 切线 ; 

diff(f(x),x) RAOR x 的 一 阶 导数 广 C9); 

diff(f(x),x$n) KAORI n MERSO o); 

D(f(x),x) RION x 的 一 阶 导数 f G); 

(D@@n)(f) 求 函 数 fx) 的 nn 阶 导 数 f/" (x); 
implicitdiff(f(x,y)=0,y,x) REAA ftxwy)=0 的 一 阶 导 数 f (s 

注意 :导数 命令 “diff(ftx),x) ” 5 DEO) ”是 有 区 别 的 ，“difftftx),x) ”的 计 


算 结果 仅仅 是 一 阶 导数 f G) 的 符号 ， 不 能 算出 导 函 数值 ， 而 “D 人 ftx),x) ” 
的 计算 结果 是 一 阶 导 函数 ， 可 以 算出 某 定点 的 导数 值 。 例 如 : 设 .co)=2xr? - 


3x+sin(— )+ln2 ， 求 Qe f (D). 


> f:=x->2*xA2-3*x+sin(Pi/7)+In(2); 
f =x— 2x° —3x+ sin [37] + In(2) 


> diff(f(x),x); 
4x-3 
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> diff(f(x),x)(1); 
4x(D —3 
> D(f); 
4x—3 
> D(f)(1); 
l 
实验 演示 : 


1. 导数 定义 及 几何 意义 


Ne | 

例 1 amao. c O. 讨论 函数 fx) 在 x=0 处 的 连续 性 与 可 导 性 。 
2X x> 0 

解 : 


> f.=x->piecewise(x<0,x*sin(1/x),2*x); 
> limit(x*sin(1/x),x=0,left); 


> limit(2*x,x=0,right); 
0 
即 lim (x) = lim f(x)-0， 因 此 limf(x)=0， 又 因为 R0)=0, 所 以 lim f(x) = f(0)=0， 


也 就 是 fx) 在 x=0 处 是 连续 的 。 
> limit((Deltax*sin(1/Deltax))/Deltax,Deltax=0,left); 
—1..1 
>limit((2*(0+Deltax)-0)/Deltax,Deltax=0,right); 
2 
以 上 运算 表明 函数 在 x=0 处 的 左 导 数 不 存在 ， 这 与 以 下 人 工 计 算 的 结果 一 致 。 
1 
Axsin 一 -0 
lim AOAO ie A nE ， 即 在 x=0 处 的 左 导 数 不 存 在 。 
Ar 一 >0- Ax Ax—0_ Ax Ar 一 0- Ax 
> plot(f(x),x=-0.2..0.2,y=-1..1,discont=true); 
通过 图 像 可 以 观察 到 fx) 在 x=0 的 左 邻 域内 无 限 震荡 , 不 光滑 。 所 以 fx) 在 x=0 处 连续 ， 
但 在 x=0 处 不 可 导 ， 如 图 3.1 所 示 。 


图 3.1 fœ) AREA 


例 2 用 导数 定义 求 下 列 函 数 的 导 函 数 及 在 指定 点 处 的 切线 ， 作 图 观察 原 消 数 、 导 函 
数 和 切线 的 图 像 之 间 的 关系 。 

(1) y=sinx 

(2) x +y+2xy=0 xl. 

解 : 

(1) 用 导数 定义 求 sin'x : 

> f:=sin; 

f =sin 


> Limit((f(x+h)-f(x))/h,h=0); 


lim sin(x + h) —sin(x) 
n>0 h 

> value(%); 

cos(x) 
用 导数 的 几何 意义 求 导 函 数 要 更 快捷 : 
> slp:=slope(y=sin(x),y,x); 
slp := cos(x) 

> plot([f(x),slp],x=-Pi..Pi,y=-2..2,color=[blue,brown]); 

注意 观察 图 像 ， 凡 是 导 函 数 大 于 零 的 区 间 诛 函数 递增 ， 凡 是 导 函 数 小 于 零 的 区 间 原 函 
数 递减 ， 如 图 3.2 所 示 。 

>showtangent(f(x),x=Pi/3,x=-Pi..Pi,y=-2..2,color=[brown,blue]); 

如 图 3.3 所 示 。 


3.2 y=sinx HE 图 3.3 函数 和 它 的 切线 图 像 


(2) > with(plots): 
> f:=solve(x^3+y+2*x*y=0,y); 


> diff(-(x^3)/(1+2*x),x); 


x 
Ir2x (42x 
> fl:=simplify(%); 
_ x’ (3+4x) 
~ (1+2x) 
> plot([f(x),f1(x)],x=-2..2,y=-2..1,color=[blue,brown],discont=true); 
注意 观察 图 像 ， 凡 是 导 函 数 大 于 零 的 区 间 原 函数 递增 ， 凡 是 导 函 数 小 于 零 的 区 间 原 消 
数 递减 ， 如 图 3.4 所 示 。 


fl 


3.4 x° +y+2xy=0 和 它 的 导数 的 函数 图 
> eqn:=x^3+y+2*x*y=0; 
eqn := x) + y+ 2xy = 0 


> solve( {subs(x=1,eqn)},y); 


{y= 31 
> f1(1,-1/3); 
=, 
> eqnl:=y+1/3=-7/9*(x-1); 
eqnl systa yyt 
3 9 
> g:=solve(y+1/3=-7/9*(x-1),y); 
n 5 1 
9 9 


>plot([f(x),g(x)],x=-2..2,y=-2..1,color=[blue,red],discont=true); 


图 3.5 添加 切线 


_x (3+4x) 


所 求 的 导 函 数 为 CO = 一 2 


,切线 方程 为 g00= 人 -x 
2. 显 函 数 的 导数 

例 3 求 下 列 各 函数 的 导数 (zx) 。 

(1) y= (sinx 一 2cosxr)lnx; 

(2) y= arctan x 


l+sinx i 

(3) y=2* arccosx; 

(4) y= tan(x? +1)sec2x; 
(5) y= sin (csc(2x)) ; 


(6) y=sin"xcosnx 。 


(1) > f:=x->(sin(x)-2*cos(x))*In(x); 
f = x Ə— (sin(x) — 2cos(x))In(x) 
> D(f); | 


二 


即 y'(x)= (cos(x)+ 2sin(x))In(x)+ Sin(x) — 2 cos(x) ! 


r A= 1 _ arctan(x)cos(x) ` 
人 (I+x?2)X1+sin(x) (I+ sin(x)) 
(3) y'(x)=2* n(2)arccos(x) — ; 
1 一 2 
(4) y'(x)= 2(1+ tan(l + x2)2)xsec(2x)+ 2tan(1 + x° )sec(2x) tan(2x) 


(5) > f:=x->(sin(csc(2*x)))^2; 
f = x > sin(csc(2x))’ 
> DÐ; 
x — —4sin(csc(2x))cos(cso(2x))cse(2x)cot(2x) 
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y'(x)= —4sin(cso(2x))cos(cso(2x))cso(2x)cot(2x); 


j — Sin(x)” n cos(x) cos(nx) 
(6) y'(x) SS. U Sasa 


以 上 (2)、(3)、(4) 和 (6) 解 题 过 程 留 给 读者 完成 。 
例 4 RASO- yn > 在 [在 =l 处 的 导数 。 
解 ， 本 题 若 用 手工 计算 ， 化 简 导 数 运算 过 程 ， 需 要 把 商 的 对 数 化 成 对 数 差 的 形式 。 用 


一 Sin(x)” sin(nx)n 。 


软件 求 导 时 ， 我 们 也 应 想到 尽量 使 求 导数 的 过 程 简单 ， 这 样 才 便 于 求 出 简洁 的 符号 计算 结 
果 ， 因 此 仍然 需要 做 上 述 变形 。 


(1) > f:=x->]n(sqrt(x+1)-1)-In(sqrt(x+1)+1); 


f:=x— In(Jx+1-1)-I(Jx+1 +1) 


> D(f); 
. 1 i 1 
2Vx+l(VNx+l1-D 2 .x+l1(Vx+1+1D 
> D(f)(1); 
1 2 142 
4 J2-1 4V2+1 
> simplify(%); 
1 
5⁄2 
3. 隐 范 数 的 导数 


#J5 求 下 列 函数 的 导数 y (x): 
(1) 2'+2y=2%>, 


ey 


(2) 求 J 一 CD 在 x=4 处 的 导数 y"(4); 


-xX 


. F. 
(3) y=arcsin——— 
e" + 


s 


(1) > implicitdiff(2^x+2*y=2^(x+y),y,x); 


In(2)(2* — 2%?) 
—2* +2 In(2) 
2* In2(1— 2”) 


My- onz ° 
(2) 人 工 计算 导数 时 ， 我 们 应 遵守 一 个 原则 : 尽 可 能 地 避免 求 积 式 、 商 式 的 导数 。 用 


软件 求 导数 时 ， 仍 需 这 样 做 才能 得 到 简捷 的 解 。 因 为 计算 机 是 听信 指挥 的 ， 它 不 
具备 人 类 思维 的 “积极 性 ”和 “主动 性 ”。 对 复杂 计算 ， 我 们 特别 提倡 人 机 互动 ， 
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这 让 我 们 再 次 看 到 : 具备 良好 的 相关 数学 知识 基础 是 用 好 软件 的 前 提 。 
等 式 两 边 取 对 数 ， 避 免 对 积 式 、 商 式 求 导 数 ， 以 化 简 运算 ， 这 就 需要 用 隐 函 数 求 
导 的 命令 : 
> implicitdiff(In(y)=ln(x-1)+(1/3)*(2*ln(x-2)-In(x—3)),y,X); 
2 y(2x? —10x+11) 
3x -6x +11x-6 
> convert(%,parfrac,x); 


x-1 x-2 3x-3 
>dy:=x->(x-1)*((x-2)A2/(x-3))A(1/3)*(1/(x-1)+(2/3)/(x-2)-(1/3)*(1/(x-3))); 


x-3 3x-3 


(x-22Y | 1 3 1 1 
woe- E) +—3 


> dy(4); 
40 
1 
即 y (4)= 43 。 


(3) > f:=x->arcsin((e^x-e^(-x))/(e^x+e^(-x)); 


(er — eC9 
J = x — arcsin] —— 
e" +e 


> D(f); 
e* In(e) + e” In(e) (e — eC?)(e* In(e) — e” In(e)) 
ex + e> (e* + eC2)2 
X— 
(ee 
(e* + (er +e) 


> Simplify(%,thx=(e^x-e^(-x))/(e^x+e^(-X))); 
e* In(e) +e? In(e) (e — eC2)(e* In(e) — eÇ” In(e)) 
ex +e (ez +e”)? 
(ex = ey} 


(e* Pe 


这 个 导数 结果 欠 简 捷 ， 把 原 函 数 “yasin s e -二 "的 两 边 取 正弦 ， 去 求 隐 范 数 的 导 


X 一 


> implicitdiff(sin(y)=(e^x-e^(-x))/(e^x+e^(-x))},y,Xx); 


) 


In(e)e*e* 


cos(y)((e*)° 十 2exe0C9 + (e 9 )2) 
> h:=simplify(%); 


本 In(e) 
` cos(y Xe? +2+eC20) 
把 Dose T A EA. Ff: 
> Ra 
1 
i ex + e 
即 y'(x) = Re 
e* +e 
4. 参数 式 函 数 的 导数 
例 6 求 下 列 参数 式 函数 的 导数 ， 
1) x=tcost, 
( y=tsint; 
D f =t igan > dy! 
y=ln(l +t), dx| 
dy 
， 对 参数 式 8 x=x() WE 个 dt _ dy kok yn: 
解 : 对 参 matian LIO 的 导数 ， 我 们 仍然 用 来 求 y'(x): 
dt 


(1) > x:=t->t*cos(t); 
x:=t —Ə t cos(t) 
> y:=t->t*sin(t); 


y = t > tsin(t) 


> DG); 

t — cos(t) — tsin(t) 
> D(y); 

t — sin(t) + t cos(t) 
> D(y)/D(x); 


t — sin(t) + t cos(t) 
t — cos(t) — tsin(t) 
MERK Z dy _ sin f 十 teost 


Cost— tsint 


O) ERMS =), 解 题 过程 留 给 读者 完成 。 


dr 


ee .ee © 


例 7 求 下 列 函 数 的 二 阶 导 数 : 
(1) fœ=(1+x° Jarctanx; 
(2) fnat )。 
解 : 
(1) >f:=x->(1+x^2)*arctan(x); 
f = x > (1+ x2)arctan(x) 


> D@@2)(f); 


2 
x — 2arctan(x) + — 
l+x 


X 
2 ° 
x 


BH f" (x) 2arctanx+ — 
1+ 


(2) > fi=x->ln(x+sqrt(1+x^2)})}; 


f = x— ln(x+yl+x’) 


> (D@@2)(f); 
! e b) 
x+ Vtx (x+ I+ 5232 
> simplify(%); 


1 x’ x j 
x+Vitx? (x+ + 52) 
“simplify” 不 能 整体 地 化 简 代 数 式 ， 需 要 一 部 分 一 部 分 地 去 化 简 ， 这 样 倒 不 如 人 工 计 
算 来 得 简单 : 
原 式 = 


1 x? x? 
3 EEIN N L 2 
yl 5292, $O UU h Y 


x+ 2 1+ x° (x+ Vitx (+x?) 
= s: Ji+ x) 
(+x A++) at 
如 果 先 求 一 阶 导 数 ， 再 求 二 阶 导 数 ， 是 否 比 直接 求 二 阶 导数 的 结果 简单 呢 ? 做 一 做 ， 
试 试看 : 
> D(f); 


jr 
PONGE EZ 
x+ l+ x 
> simplify(%); 
[q ses 
Ly a 
x+ Vl1+x 
1 
人 工 化 简 不 难得 :，f"(x) = ， 继 续 求 (f(x)): 
> f1:=x->(1+x^2)(-1/2); 
fl= x l 
l+x 
> D(f1); 
-x 
(I+ x2)9/2 
Bl /'o)=-—F 
(I+ x2)2 
例 8 求 下 列 函 数 的 n 阶 导数 : 
l-x 
() y=—; 
I+ x 
(2) y=xlnx, 
解 : 
(1) > f:=x->(1-x)/(1+x); 
pl 
l+x 


> diff(f(x),x$n); 


di 1, ssn) 
l+ x 


Maple 中 壮 阶 导数 是 不 能 直接 得 到 的 ， 需 要 采用 归纳 法 归纳 出 ft) (x) 的 结果 ， 从 


中 可 以 体会 到 它 比 人 工 计算 还 是 方便 。 
> diff(f(x),x$2); 

1 2(1— x) 

(+x) (+x) 


> diff(f(x),x$3); 
l _6(l—x) 
(+x) (+x) 
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> diff(f(x),x$4); 


_24 1 | 24(1-x) 
(+x) (+x) 


> diff(f(x),x$5); 


1 _12001-x) 
(1+ x)° (+ x)° 


J, Db 6 = 人 


1+ x)" i 


(2) > f:=x->x*]n(x); 


f = x Ə— xln(x) 


> D(Ð; 
x — n(x)+1 
> (D@@2)(f); 
1 
x—— 
x 
> (D@@3)(f); 
j 1 
x> = 
x 
> (D@@4)(f); 
X 一 
> (D@@5)(f); 
l X 一 Pe 
> (D@@6)(5); 
X 一 542. 
x 


至 此 ， 也 不 难 归纳 出 y=(-D)"(n 2D) 


实验 二 “导数 的 应 用 


问题 : 

在 传统 数学 课程 中 ， 往 往 通过 中 值 定 理 对 函数 进行 某 些 数量 关系 的 分 析 ， 得 出 曲线 的 
“ 形 ” 的 性 质 ， 然 后 再 通过 对 “ 形 ”的 分 析 来 研究 函数 的 性 质 。 在 数学 软件 的 环境 下 ， 我 
们 可 以 直接 通过 对 “ 形 ” 的 分 析 来 研究 函数 的 性 质 。 


aen 二 


实验 目的 : 

在 Maple 环境 下 ， 学 会 讨论 函数 的 增 减 性 、 四 凸 性 、 极 值 点 、 拐 点 ; 学 会 求 函数 的 极 
值 、 最 值 ， 学 会 讨论 某 些 一 元 方程 的 根 的 情况 。 

实验 准备 : 

可 微 函 数 单调 性 、 四 凸 性 的 判定 法 ， 极 值 点 、 抛 点 、 极 值 、 最 值 的 概念 。 

例 1 求 下 列 函 数 的 单调 递增 、 单 调 递 减 、 上 国 、 下 四 区 间 ， 极 点 、 拐 点 及 极 值 。 

(1) Ax)=x -6xz2 +12x+4; 

(2) fsinet 3sin3x , XE(0,N): 

(3) x +y+2xy=0. 

解 : 本 题 与 传统 解 题 方 法 的 不 同 之 处 在 于 : 传统 解法 用 充分 条 件 的 数量 关系 判断 函数 
的 单调 、 凹 向 、 极 值 、 拐 点 情况 ， 而 这 里 用 充分 条 件 的 几何 关系 判断 函数 的 单调 、 四 向 、 
极 值 、 拐 点 情况 。 我 们 可 以 看 到 在 计算 机 强大 的 图 形 处 理 功 能 的 条 件 下 ， 这 个 方法 是 快捷 、 
可 行 的 。 

(1) > f(x)=x->x^3-6*x^2+12*x+4; 

f =x— x -6x +12x+4 
> fl :=diff(f(x),x); 
fl:=3x? —12x+12 
> f2:=diff(f(x),x,x); 
f2:=6x-12 
函数 的 定义 域 虽 然 为 (-c< ，+ce)， 但 作 图 时 只 须 选 关于 极点 x=2 有 限 对 称 的 区 间 
就 可 以 了 ， 如 图 3.6 所 示 。 
>plot([f(x),f1(x),f2(x)],x=-4..8,y=-100..100,color=[blue,green,red]); 
100 


-100 
3.6 函数 f(x) 曲线 图 


> f(2); 
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HA FOO 、f "(x) 这 三 个 水 数 的 图 像 可 以 看 到 : 当 xE(-c ,+co) 时 ， 总 有 f'(x) 
>=0, HMAC ,+ 中 ) 是 有 x) 的 单调 递增 区 间 ， 又 由 于 了 "(x) 不 变 号 ， 所 以 函数 没有 极点 和 极 
值 ; 当 xE(-ce ,2) 时 ，f"(x)<0, 当 xE(2,+ 吕 ) 时 ，f"(x)>0， 所 以 (- ,2) 是 fx) 的 
下 四 区 间 ，(2 ,+se) 是 oO 的 上 四 区 间 ， 显 然 ， (xz) =0 的 点 为 寻 2， 因 此 拐点 为 (2，12)。 

(2) 先 定义 函数 : 


> f:=x->sin(x)+(1/3)*sin(3*x); 
f =x sin(x) + Esing») 


> diff(f(x),x); 

cos(x) + cos(3x) 
> fl :=unapply(%,x); 

fl:=x — cos(x) + cos(3x) 
> diff(f(x),x,x); 
—Sin(x) — 3sin(3x) 
> f2:=unapply(%,x); 
f2 = x> —sin(x) — 3sin(3x) 
> plot([f(x),f1(x),f2(x)],x=0..Pi,color=[blue,black,red]); 
> {solve(f1(x)=0,x)}; 
3 1 1 
eanan 

依 图 解 题 ， 如 图 3.7 所 示 ， 函 数 的 极点 为 : 极 小 点 => ， 极 大 点 x= 和 = ° 


> {f(Pi/4),f(3*Pi/4),f(Pi/2)); 


图 3.7 foo simt Tsinax 函数 图 


2-2 
(5 42) 
fEx=— Me 时 ,fx) 取 得 极 大 值 f= aL ; fEx=— 时 ,foo) 取 得 极 小 值 /,,= : 。 
> {solve(f2(x)=0,x)}; 
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(O,z, - aroan + V30 V6 } aroan + V30 V6 Fa; V30 V6 J +m 
“can + 3046] = 


> evalf(%); 
{0.,—1.150261992,1.991330662,—1.991330662,1.150261992,3.141592654} 
> {f(1.150261992),f(1.991330662)}; 
(.8114408259,.8114408257) 
在 计算 机 上 ， 依 曲线 的 颜色 可 以 清晰 地 分 辨 出 函数 、 一 阶 导 数 、 二 阶 导数 的 图 像 ， 
所 以 当 x€ (O,z ) 时 ， 曲 线 有 两 个 拐点 分 别 为 (1.150261992，0.8114408259) 和 


(1.991330662 ， 0.8114408257) 。 当 x € (0,1.150261992) 和 x € (1.991330662 ， 
3.141592654) 时 ， f"(x) <0,xE(1.150261992,1.991330662) 时 ，f/"(x)>0。 所 以 曲线 
在 (0,1.150261992) 和 (1.991330662 ，3.141592654) 时 ， 曲 线 是 上 四 的 ， 曲 线 在 
(1.150261992,1.991330662) 内 曲线 是 下 四 的 。 

(3) > with(plots): 
> f:=solve(x^3+y+2*x*y=0,y); 


> diff(-(x^3)/(1+2*x),x); 
x2 2y 
+ — 
1+2x (1+2x) 


> fl:=simplify(%); 


x’ (3 +4x 
Jis rio 3 
(1 + 2x) 
> g:=diff(%,x); 


_ XGB+4x7) _ 4x? 47 G+4x) 
ES-EN (+2 (+2x) 


> simplify(%); 
-2 x(3+6x+4x2) 
(1+2x)° 
> f2:=-2*x*(3+6*x+4*x^2)/(1+2*x)^3; 
2 
PTEE, x(3 + a 
(1+2x) 


> plot([f(x),f1 (x),f2(x)],x=-2..2,y=-2..1,color=[blue,brown,red],discont=true); 
现在 根据 图 不 难得 出 本 题 的 答案 ， 如 图 3.8 所 示 ， 解 答 留 给 读者 完成 。 


AAA 
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3.8 x° +y +2xy = 0 函数 图 像 


例 2 做 出 下 列 函 数 的 图 像 ， 并 求 函 数 的 单调 递增 、 单 调 递 减 、 上 和 四、 下 止 区 间 ， 极 
拐点 及 极 值 ， 如 果 有 渐进 线 ， 再 求 出 渐进 线 。 


(1) 0D) -a 


D y= — T 
To 

解 本 题 给 出 函数 表达 式 带 有 自 变 量 开 方 的 图 形 的 做 法 。 

(1) 显然 该 函数 的 定义 域 为 RR。 还 是 用 数 形 结合 的 方法 ， 先 作 原 函数 Xe) 的 图 像 : 
> with(plots): 

> f:=(x-2)^(5/3)-(5/9)*x^2; 


f = (x- 2)! -3 


> plot(f(x),x=-4..8,y=-8..2); 
为 什么 (-=，2) 内 的 图 像 没有 做 出 来 呢 ? 如 图 3.9 所 示 ， 检 查 一 下 曲线 上 的 点 坐标 的 数 


据 情 况 。 


3.9 函数 图 像 


> datal:=seq([n,(n-2)^(S/3)-(S/9)*(n^2)],n=-6..6); 
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datal = [--6,-8(-8)2 2 — 20], È -1-7 - za, —6(-6)? — 2|, 


[-3, -5(—5) -51| -24e -2f -1-330 - 引 m —2(-2)° 3)], 


1)” -2 ; Se ,[3,—4], 4,222® _ 80 s 5,332 _ 125 
9 9 9 9 


[6,4452 2 — 20] 
> evalf(%); 

[-6.,—3.99999999 — 27.728292 1],[-5.,—1.0813189 —22.18336194 1], 
[—4.,1.01689286 -17.5731727 1],[-3.,2.310044345 —12.66136821 1], 
[-2.,2.8746978 —8.728989088 7] [-1.,2.564570180 — 5.404216299 J], 
[2.,—2.222222222],[3.,-4],[4.,-5.714086785],[5.,-7.648637421],[6.,-9.9206360] 

Maple 是 在 复数 平面 内 求 也 数 的 n 次 方 根 ， 而 复数 的 n(neEN) 次 方 根 是 n 个 复数 ， 所 
以 函数 中 如 果 含 有 n 次 方 根 的 运算 ， 当 被 开 方 数 小 于 零 时 ， 点 坐标 会 出 现 虚 数 。 为 避免 这 
种 情况 ， 把 被 开 方 数 等 价 变换 为 大 于 零 的 形式 就 可 以 了 。 

> datal:=seq([n,(n-2)*(abs(n-2))^(2/3)- (5/9)*(n^2)],n=-6..6); 


datal := [-6,-88°” — 20] É -770 -至 | É -662 -2| [~-3,—55° — 5] 
bd 9》 ° 9 kd 》 9 9》 9 , 


KZ Y -3 0,220% | | 25 |B, 
9 9 9 9 


Ë 22 -2 fse -Sh 44075 _ 20] 


> datal:=evalf(%); 

datal := [—6.,—52.00000000 ],[—5.,-—39.50402886],[—4.,—28.70045238], 
[-3.,—19.62008869],[ — 2., — 12.30159062],[ —1.,— 6.795807025],[0., — 3.17480204], 
[1.,-1.555555556],[2.,— 2.222222222],[3.. — 4],[4., — 5.74086785], 
[5.,-7.64863742],[6., —9.92063160] 

这 样 得 到 的 点 列 是 实数 平面 上 的 点 列 , 找到 了 与 原 函 数 等 价 的 函数 我 们 就 可 以 作 图 了 ， 

如 图 3.10 所 示 。 
> with(plots): 
> f:=(x-2)* (abs(x-2))^(2/3)-(5/9)*(x^2); 


f = (x-2)|x—2|2' -3 


> plot(f(x),x=-4..8,y=-10..1); 
> g:=(x-2)~(5/3)-(5/9)* (x^2); 


g = (x — 2)°”° -了 


图 3.10 函数 图 


> diff(g(x),x); 
Sn 
3 (x(x)— 2) | pe r) 3 o z x) 


如 下 定义 一 阶 导 函 数 可 以 避免 出 现 复数 点 坐标 : 
> f1:=(5/3)*(abs(x-2))^(2/3)-(10/9)*x; 


> diff(f1(x),x); 


9|x-2o 9 
> f3:=(10/9)*((x-2)“(-1/3)-1); 
„10 1 __10 
 9(x—20 9 
为 保证 在 实 平面 中 作出 二 阶 导 函数 的 图 像 ， 等 价 地 定义 二 阶 导 函数 的 符号 如 下 : 
>f2:=piecewise(x<2,(10/9)*(—(abs(x-2))X(-1/3)-1),x>2,(10/9)*((x-2)“X-1/3)-1)); 


10 1 10 
-om joy- *<2 
p= 9 x-2] 9 
和 
9 (xz-2)02 9 


>plot([Rx),fl(x),f2(x)],x=-4..8,y=-8..2,colot=[bluered,brown]); 
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-8 


3.11 y=(x-2) EPLL 


> solve((5/3)*(abs(x-2))^(2/3)- (10/9)*x=0); 
二 
8 8 (11+64V3)02 8 


> evalf(%); 


1.244389834 
>f:=x->(x~2)*(abs(x-2))^(2/3)-(5/9)*(x 人 2); 


f=x (x—2)|x- wh 一 5 


> f(1.244389834); 


—1.487130216 
以 上 图 形 及 运算 说 明 : 在 (-c，1.244389834) 内 ， f'(x)>0; 在 (1.244389834，+co) 内 ， 
f'(xÀ) <0; x= 1.244389834 时 ， 六 (xz) =0。 所 以 (-c ，1.244389834) 是 fx) 的 单调 递增 区 ， 
(1.244389834,+ce) 是 fx) 的 单调 递减 区 间 ， 极 点 为 x= 1.244389834， 
maxf=f(1.244389834)= -1.487130216 。 
>f2:=x->piecewise(x<2,(10/9)*(-(abs(x-2))(-1/3)1),x>2,(10/9)*((x-)(-1/3)-1)); 


i ; 10 1 10 10 1 10 
2 := x —ƏIOII&c cewise) x < 2 SA ar a 
9 | x- ?| 9 9 (x-2) 9 
> solve(f2(x)=0,x); 
3,2 
> f(3),f(2); 
4 -20 
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以 上 图 形 及 运算 说 明 : ÆC, J3, 2), (xz) <0; 在 (2，3) 内 ，f "(x)>0; x= 
3, f'œ@=0. MAC, DJAB, +2) fz) 的 下 四 区 间 ，(2，3) 是 Ko 的 上 四 区 间 ， 拐 点 为 


(3，-4) 和 (2， y 


1 1 
(2) lxil 时, (x 一 1) 为 实数 , 原 函数 在 实 平面 内 有 图 像 ，| x | <1 时 , (x ?一 1)3 
为 虚数 ， 原 函数 在 实 平面 内 没有 图 像 ， 如 图 3.12 所 示 。 
> 下 =x/(x^2-1)^(1/3); 
S x 
f = (x° - 10 


> plot(f(x),x=-4..4,y=-6..6); 


x 本 
mo a Ta POENE 
把 原 函 数 作 等 价 变换 ; 
>f:=piecewise(abs(x}>1,x/(x^2-1)^(1/3),-x/(abs(x^2-1))^(1/3)); 
x 
Tv pod 1 <|: 
f= (œ — 1) |x] 
x . | 
Jx? > otherwise 
> plot(f(x),x=-6..6,y=-4..4); 
如 图 3.13 所 示 。 
4 
y (E eea 


-1 
-2 
-3 
-4 


图 3.13 RHE 
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原 函 数 有 两 条 渐进 线 : x=+1。 仍 然 用 原 函 数 求 (x) 、f "(x)， 如 图 3.11 所 示 ， 为 了 求 
导数 方便 ， 把 原 函 数 定 义 为 “g”。 
> g:=x/(x^2-1)^(1/3); 


x 
> diff(g(x),x); 
0 
= x) O (È x) 
(x(x) 3 (xc 一 DC 
> simplify(%); 


Ë xj E 


3 (xG) 5 ne 
> f1:=(1/3)*(x^2-3)/(abs(x^2-1))^(4/3); 
1l x -3 


> plot(f1(x),x=-6..6,y=-4..4); 

其 函数 图 像 如 图 3.14 所 示 。 

> diff((1/3)*(x^2-3)/(x^2-1)^(4/3),x); 
2 x 8 (x? —3)x 
3 (x? = 55429 9 (x? =) 


> simplify(%); 
2 x(x? 一 9) 
9 (x = D3 
>f2:=x->piecewise(abs(x)>1,(-2/9)*x*(x^2-9)/(x^2-1)^(7/3),(2/9)*x* (x^2-9)/(1 -x^2)^(7/3)); 
I : : 2 x(x? -9) 2 x(x’—9) 
f2 = X— piecowise 1 <] x bo Do 


> plot(f2(x),x=-6..6,y=-4..4,discont=true); 
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其 函数 图 像 如 图 3.15 所 示 。 


1 
-2 
a 
-4 
图 3.15 函数 图 
> plot([f(x),f1(x),f2(x)],x=-6..6,y=-4..4,color=[blue,red,brown],discont=true); 


如 图 3.16 所 示 。 
图 3.16 函数 图 
> solve((1/3)*(x^2-3)/(x^2-1)^(4/3)=0,x); 
V3,—V3 


> f(-sqrt(3)),f(sqrt(3)); 
-14320 5/320 
> evalf(%); 
—1.3747296381.374729638 
> solve((-2/9)*x*(x^2-9)/(x^2-1)^(7/3)=0,x); 
0,3,-3 

计算 六 xz)= 0 的 根 为 二 V3,~V3 。 由 以 上 图 形 ， 在 区 间 (-，-V3 ) 和 (V3 , +), 
(Cn >0, 在 区 间 (-V3 ,-1) Cl DAO, 3P, f'a)<0, 所 以 区 间 (-%%,， -V3 ) 和 (V3 ， 
+eo) 是 ftx) 的 单调 递增 区 间 ， 区 间 (-V3 ,-1)、(-1，1) 和 (1，V3 ) 是 ftx) 的 单调 递减 区 间 。 
极 大 点 x=- V3 ，maxf= -1.374729638; 极 小 点 V3 minf=1.374729638。 


了 "(x)=0 的 根 为 x=0,3,-3 。 在 区 间 (-，-3)、(-1，0) 和 (1，3) f (x0, 


在 区 间 (-3, -1) (0, DAG, +) 了 f(x)< 0， 所 以 区 间 (Cce ，-3)、(-1，0) 和 (1，3) 是 
Jo 的 上 四 区 间 ， 区 间 (-3, -1). (0, DAB, +ee)Ë Aok FAKE. 
> f(-3),f(0),f(3); 


_ ga 0,2809 
8 8 


> evalf(%); 

—1.5000000000,0.,1.5000000000 
函数 的 拐点 为 (-3，-1.$3)、(0，0) 和 (3，1.5)。 
Maple 还 提供 了 两 个 直接 求解 极 值 的 命令 : 


minimize(expr,vars,range) 在 指定 的 范围 range 内 , 求 expr 的 极 小 值 ; 
maximize(expr,vars,range) 在 指定 的 范围 range 内 , 求 expr 的 极 大 值 。 


以 上 两 个 求 极 值 的 命令 对 一 些 解 析 式 结构 简单 的 函数 是 好 用 的 ， 但 对 于 一 些 特 殊 的 函 
数 ， 这 两 个 指令 不 但 有 可 能 无 法 求 得 极 值 ， 还 有 可 能 给 出 错误 的 解 。 例 如 求 y=x-arctanx 的 
极 值 : 


> f:=x-arctan(x); 


f = x—arctan(x) 


> plot(f(x),x=-2*Pi..2*Pi); 
其 函数 图 像 如 图 3.17 所 示 。 


> minimize(f,x=-1..1); 


> maximize(f,x=-1..1); 
-ax 
函数 的 单调 性 没有 改变 ， 是 不 可 能 有 极 值 的 ， 显 然 这 是 错 解 。 因 此 在 求 函 数 的 极 值 时 ， 
最 好 的 方法 是 先 绘图 ， 由 图 上 找 出 极 值 的 大 约 位 置 ， 再 用 Maple 命令 来 求解 。 如 果 这 样 也 
得 不 到 解 ， 再 采用 例 1、 例 2 介绍 的 一 般 的 方法 。 我 们 来 看 下 面 的 例子 。 
例 3 求 下 列 函数 的 极 值 点 与 极 值 : 


(1) y=2x`+3x2—12x+5; 
(2) y=xlnx; 
36x 
3) Ax)=1+ š 
G) Œ) TE 
解 : 
(1) > f:=x->2*xA3+3*xA2-12*x+5; 


(2) 


f =x— 2x +3x2 —12x+5 


> plot(f(x),x=-4..4); 
如 图 3.18 所 示 。 


图 3.18 函数 图 
> maximize(f(x),x=-3..-1); 
25 
> minimize(f(x),x=0.5..1.5); 
-2 
> solve(f(x)=25,x); 
2 5 
2 
> solve(f(x)=-2,x); 
Lif 
2 


根据 图 像 知 ， 函 数 的 极 大 点 为 x= -2, maxf=25;， 极 小 点 为 x= 1, minf=-2。 
> f:=x->x*I]n(x); 
f = x — xln(x) 
> plot(f(x),x=0..8); 
如 图 3.19 所 示 。 


> minimize(f,x=0..1); 


> solve(f(x)=-exp(-1),x); 


图 3.19 y=xlnx 函数 
(3) > f:=x->1+36*x/(x+3)^2; 


> plot(f(x),x=-7..1); 
如 图 3.20 所 示 。 


图 3. 20 ”函数 图 
首先 选 间 断 点 x=-3 的 对 称 区 间 [-7，1]， 若 对 值 域 没有 很 快 地 估计 出 来 ， 就 不 限制 y 
的 范围 ， 作 出 图 来 就 可 以 估计 出 y 的 范围 。 下 面 根据 作出 的 图 ， 再 给 出 y 的 范围 。 
> plot(f(x),x=-7..1,y=-10..2); 
如 图 3.21 所 示 。 


图 3.21 函数 图 
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图 像 在 大 于 1 的 范围 内 没有 得 到 充分 的 展现 ， 小 于 -3 的 范围 图 像 还 没有 出 来 ， 所 以 进 
一 步调 整 x、y 的 取 值 范围 。 

> plot(f(x),x=-20..10,y=-10..2); 

如 图 3.22 所 示 。 


图 3.22 函数 图 


根据 这 一 图 像 ， 我 们 已 经 知道 怎样 继续 调整 x+、y 的 取 值 范围 了 。 
> plot(f(x),x =-50..20,y=-20..8,discont=true); 如 图 3.23 所 示 。 


3.23 函数 y=2x3+3x2z -12x+5 


得 到 函数 比较 完整 的 图 形 后 ， 我 们 就 可 以 估计 函数 极 值 的 分 布 情况 了 。 


> maximize(f(x),x=0..5); 


> solve(f(x)=4,x); 

3,3 | 
其 他 区 间 没 有 函数 单调 区 间 的 变化 ， 所 以 仅 有 惟一 的 极 大 值 点 x=3,maxf=4. 
例 4 求 下 列 函数 的 最 值 点 和 最 值 。 
(1) J&F VS-4x ， xe€[-1,1]; 


(2) fx)=1+ Ls , x€ [0.4]. 
解 : 


(1) > f:=x->sqrt(5-4*x); 


f =x— J5-4x 


> plot(f(x).x=-6..5/4); 
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如 图 3.24 所 示 。 
图 3.24 函数 f(x)=、/5= 取 
Ax)= J5-4x 


> max(f(-1),f(1)); 
> min(f(-1),f(1)); 


1 
显然 图 形 中 没有 极 值 点 ,所 以 直接 求 端 点 函数 值 ; x=1 ERMER fyn l: x=-1 


(2) 在 [0，4] 上 ， 函 数 的 最 大 值 点 为 13, fat: 最 小 值 点 为 x=0, fe. = 1, ARN 
解答 过 程 请 读者 完成 。 
实验 三 ”不 定 积分 与 定 积 
问题 : 


不 定 积分 和 定 积 分 分 别 是 已 知 导 函 数 求 原 函数 和 我 们 在 实际 问题 中 需要 解决 的 一 类 特 
定 和 式 极 限 问 题 。 这 些 类 型 各 异 的 积分 完全 可 以 通过 程序 块 来 表述 。 本 节 我 们 来 探讨 如 何 
用 Maple 命令 求 不 定 积分 和 定 积分 。 

实验 目的 : ! 

学 会 用 “int()”、“Int0 ”直接 积 分 并 写 出 积分 表达 式 , 学 会 用 “chandevar0”、“intparts0)” 
及 “convert()” 进 行 换 元 积分 、 分 部 积分 及 分 式 有 理 函 数 的 积分 。 

实验 准备 : 


1. 熟练 掌握 不 定 积 分 与 定 积分 定义 ， 熟 记 常 用 函数 的 积分 公式 。 
2. 熟悉 以 下 Maple 中 的 积分 命令 : 
int(f(x),x) — Int(f(x),) 求 不 定 积分 [fdx ; 


int(f(x),x,x=a..b), Int(f(x),x,x=a..b) 求 定 积分 /Cw)dx ; 
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lhs(expr) 等 式 、 不 等 式 或 方程 的 左边 ; 
rhs(expr) 等 式 、 不 等 式 或 方程 的 右边 ; 
chandevar(m(x)=p(u),Int(f(x),x)) 将 被 积 函 数 fx) 里 的 部 分 表达 式 moo 代 
l 换 成 plu); 
(Int(u*dv,x),u) 指定 w， 利 用 分 部 积分 法 积分 judv ， 并 
返回 uv- [vdu ; 
completesquare(f,x) 把 二 次 三 项 式 配 成 完全 平方 项 再 加 上 一 
个 常数 的 形式 。 


与 diff() 和 Diff0 一 样 , 积分 命令 也 有 两 个 版 本 : int() 求 解 的 是 fx) 的 不 定 积分 , 而 IntO 
的 结果 只 保留 了 不 定 积分 的 符号 ， 还 需 继续 用 value0 才 能 求 出 fx) 的 不 定 积分 。 两 者 的 区 
别 可 以 通过 以 下 例题 来 体会 。 
实验 演示 : 
例 1 求 下 列 函数 的 不 定 积 分 。 
到 3 
0 “Da, 


x 


(2) |x xa ; 
Gk j s 


sin? x cos? x 


(4) [a (x>3); 


(5) 


dx 
9) [ar +1) j 
0) [| Jxz-ldx; 


f x+2 d 
V2x+1 


M: 如 果 用 人 工 计 算 ， 本 题 一 般 采 用 换 元 积分 法 来 求解 不 定 积分 。 
(1) >int(((1-x)A3)/xA2,x); 


ul, Fi 
2 x 
> Int(((1-x)^3)/x^2,x); 
AS 
j£ ba dx 
x 


> value(%); 


82 


Q) 


G 


— 


aly Pe eae) 
2 x 


即 要 求 的 结果 为 : -+3r- 一 -3ln(o +e, 
x 
Maple 在 积分 结果 中 舍 去 了 积分 常数 ， 这 样 做 是 为 了 处 理 结果 时 更 加 方便 。 


> int(sqrt(x*sqrt(x*sqrt(x))),x); 
3 J sen x 
15 
> simplify(%); 
Vx xŠ) x 
15 
先 化 简 被 积 函 数 ， 再 求 积 
> int(x^(7/8),x); 
8 x 015/8) 
15 


即 要 求 的 结果 为 了 x* +c。 我 们 看 到 : 被 积 函数 越 简洁 ， 积 分 也 就 越 容易 进行 ， 


而 且 结 果 也 越 简 洁 。 也 可 以 采取 更 接近 人 工 输入 的 方式 ， 从 中 进一步 体会 “IntO” 
与 “int0” 命 令 的 用 法 : 
> Int(x^(7/8),x):%=int(x^(7/8),x); 


fna -8 s/s 
15 


> int(1/sin(x)^2/cos(x)^2,x); 
1 _ 2cos(x) 
sin(x)cos(x) sin(x) 
> simplify(%); 
1- 2 cos(x)? 
sin(x) cos(x) 


结果 对 不 对 ， 可 以 做 逆 运算 进行 检验 : 
> diff(-(-1l +2*cos(x)“2)/sin(x)/cos(x),x); 
lt 2cos(x)? -—I+2cos(x)° 

sin(x}? cos(x)? 

> simplify(%); 
1 

cos(x)? (~1 + cos(x)’) 
通过 观察 , 我 们 知道 这 就 是 被 积 函数 。 如 果 我 们 把 被 积 函 数 的 分 子 做 “1? 的 代 换 : 
1=sin “x+cos“x， 这 就 便于 被 积 函 数 的 化 简 ， 积 分 结果 自然 也 会 更 简洁 。 


(4) 


(5) 
(6) 


(7) 


> int((sin(x)^2+cos(x)^2y)/sin(x)^2/cos(x)^2,x); 
cos(x) sin(x) 

即 要 求 的 结果 为 : tanx-cotx+c。 

> int(sqrt(x^2-9)/x,x); 


Vx? -9 tsarens l 
x’ -9 


> diff(sqrt(x^2-9)+3*arctan(3* 1/(sqrt(x^2-9))),x); 
9x 


| 
Vx2-9 ，: | 9 

X 一 9 1+ 

( ) x’ -9 


> normal(%,'expanded"'); 
x’ —18x° +81 
x(x? _ 9g)%/2 


> simplify(%); 


即 要 求 的 不 定 积分 为 ， ct yx” -9 tsaren 3-2. 


本 题 的 解答 留 给 读者 完成 ， 要 求 的 不 定 积分 为 : | = 
本 题 的 解答 留 给 读者 完成 ， 要 求 的 不 定 积 分 为 : 

ct+ln(x)— < ln(x? +1)— < -x° +1). 

用 命令 changevar() 进 行 换 元 积分 时 ， 先 要 加 载 “student” 链 接 库 ; 
> with(student): 

> expr:=Int(x^2*sqrt(x-1),x); 


expr := k JVx-ldx 
做 变量 代 换 ， 设 x-1=u 
> [1:=changevar(x-1=u,expr); 
I= [+ Vudu 
> expand(%); 
[Vudu + 2 fu Yau + fu®'?du 


| 
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> value(%); 
2 ged p Eud p Zy 
3 5 7 
再 把 以 上 结果 代 换 成 x 的 函数 ， 即 做 代 换 w=x-1: 
> subs(u=x-1,%); 
2 _ (3/2) 4 165/2) 2 _ (07/2) 
3 1) Se 1) L D 
用 直接 积分 做 的 结果 与 以 上 结果 相同 。 
> value(Int(x^2 *sqrt(x-1),x)); 


2 4 2 
二 (x-!l (3⁄2) +—(x-1 (5/2) P es | (7/2) 
了 区 ) í: ) 7 ) 


即 要 求 的 不 定 积分 为 : et =e +G pen 15)" 


人 工 计算 (7)、(8) 两 题 ， 一 般 用 第 二 类 换 元 积分 ， 很 繁琐 ， 与 Maple 计算 过 程 的 时 
效 相 比较 ，Maple 计算 就 很 简单 。 
> int((x+2)/(sqrt(2*x+1)),x); 


(2x+ p°” + axti 


(8 


— 


> normal(%,'expanded'); 


ETTEN 3x+1 
> diff(%,x); 
5 
1 x 1 3 
= +—V2x+] + 
3V2x+l 3 V2x+l 
> simplify(%); 
x+2 
V2x+1 


即 要 求 的 不 定 积分 为 ; ersVatirt Varl, 


例 2 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 。 
(1) fx sin? xax; 


(2) [Ge -x+ Dn xdx ; 
dx 
G) | 


(4) Jarcsin xdx o 


解 : 如 果 用 人 工 求解 本 例 中 各 题 的 不 定 积分 ， 一 般 需 采用 分 部 积分 法 甚至 多 次 使 用 分 
部 积分 , 在 Maple 环境 下 ， 高 等 数学 课程 中 的 绝 大 部 分 求 积 分 的 题目 都 会 有 比较 满意 的 解 。 
分 部 积分 : 
(1) 我 们 先 按 分 部 积分 的 方法 来 做 : 
先 加 载 “student” 链 接 库 ; 
> with(student); 
>Int(x*sin(x)^2,x):%=subs(sin(x)^2=(1/2)*(1-cos(2*x)),(%)); 


iat E 1:12 
fx sin(x)“ dx = | {i > cos(2x) J 
把 上 式 的 右边 分 部 积 
> lhs(%)=intparts(rhs(%),x); 
frsincoo?dr= (ix = Lone») = J: = Fine» Jax 
对 上 式 的 右边 继续 求 不 定 积 
> lhs(%)=value(rhs(%)); 
da EN | ee t 
f xsin(x) dx = { x A sn» 7 x 3 cos(2x) 
> lhs(%)=simplify(rhs(%)); 
[rsinCo?dr -ix -$ xsin(2) - E eos (1) 
> diff(rhs(%),x); 
l l 
5 x— =: xcos(2x) 
> subs(cos(2*x)=1-2*sin(x)^2,%); 
l 1 DOER) 
aN —2sin(x) ) 
> normal(%;,'expanded'); 
xsin(x)? 
我 们 再 用 不 定 积 分 的 命令 “int0” 进 行 检 验 : 


> int(x*sin(x)^2,x); 
1 2 1 1. 2 1. 
xl — —cos(x)sin(x) + —x |+ —sin(x)° ——x 
É sinoga) Gia 
> normal(%,'expanded'); 
1 : Loa; o 155 
——xcos(x)sin(x)+ —x° + —sin(x 2 
> (x) sin(x) j Ü (x) (2) 


> diff(%,x); 
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5 sin(x} — ix cos(x)? + x 
> simplify(%); 
— xcos(x)? +x 
> subs(cos(x)^2=1-sin(x)^2,%); 
— x(1 —sin(x)2)+ x 
> normal(%;,'expanded'); 
xsin(x)2 

经 验算 知道 (1) 或 (2) 加 c 后 都 可 以 作为 本 题 求 不 定 积分 的 结果 。 

(2) > int((x^2-x+1)*ln(x),x); 


ir In) - mo)» sia +xln(x)-x 


所 以 本 题 积 分 结果 为 : air ln(x) - > - mo)» + I” +xln(x)- xo 


(3) 本 题 积分 结果 为 : a < re 
2x+1 2 


2 


(4) 本 题 积分 结果 为 : ct xarcsin(x)+ Vl 一 x? o 
(3)、(4) 的 解答 过 程 留 给 读者 完成 。 
分 式 有 理 函 数 的 积分 : 
例 3 求 下 列 函数 的 不 定 积分 。 
xt -2x +x +1 . 
(I) Í x(x —1)° 
x? 
3 s 


解 : 在 传统 数学 课程 中 本 题 属于 分 式 有 理 函 数 的 积分 ， 如 何 用 Maple 软件 来 处 理 这 部 


分 题目 ? 请 看 下 面 的 例子 。 


0) 先 看 直接 积分 的 结果 : 
> int(x^4-2*x^3+x^2+1)/(x*(x-1)^2,x); 
Error, (in int) wrong number (or type) of arguments 
计算 机 也 不 会 这 类 函数 的 直接 积分 , 把 被 积 函 数 化 为 部 分 分 式 的 形式 ， 再 去 积 
> f:.=x->(x^4-2*x^3+x^2+1)/(x*(x-1)2); 
X -2x +x +] 
SREP x(x-1)? 


> convert(f(x),parfrac,x); 


l | 
(x-1? x-1 


x+—+ 
x 


> int(x+1/x+1/((x-1)^2)-1/(x-1),x); 


_ _ O PIE -元 微 各 分 8 


La aa Lo ip 
2 x-l 


我 们 已 经 观察 出 这 个 结果 是 正确 的 。 
(2) > convert(X^3/(x+3),parfrac,x); 


x’ ET E 
x+3 


> int(x^2-3*x+9-27/(x+3),x); 
i -3 +9x-27ln(x + 3) 

通过 以 上 各 题 我 们 看 到 计算 积分 前 仍 需 观 察 被 积 函 数 的 类 型 。 简 单 的 题目 可 以 直接 用 
“intOD” 命 令 求 出 积分 ， 否 则 按 微 积分 的 经 典 类 型 把 被 积 函数 稍 加 化 简 ， 以 “引导 ”Maple 
进行 计算 ， 这 样 才能 得 到 满意 的 符号 解 。 由 此 我 们 再 次 看 到 不 学 好 数学 理论 ， 进 行 数学 软 
件 的 应 用 将 是 不 可 能 的 。 

与 其 他 数学 软件 相 比 ，Maple 的 符号 计算 功能 堪 称 优秀 ， 但 由 于 大 部 分 函数 是 没有 积 
分 通 式 的 ， 加 上 Maple 不 具有 人 类 连续 思维 的 智慧 ， 所 以 我 们 应 注意 到 Maple 求 不 出 来 的 
题目 不 一 定 没 有 解 ， 有 时 它 也 会 积 出 错误 的 结果 ， 这 也 是 我 们 坚持 验算 的 原因 。 例 如 求 积 
分 [sin’ x + sin(cos x))dx : 

> int(sin(x)^2+sin(cos(x)),x); 

| sin(x)? + sin(cos(x))dx 

Maple 不 会 自动 把 被 积 函 数 拆 成 两 项 去 积分 ， 需 要 我 们 输入 展开 的 命令 “expand” 才 
能 计算 。 注 意 [sin(cos x)dx 也 是 不 能 求 出 积分 通 式 的 ， 这 个 函数 的 定 积分 我 们 将 在 第 4 章 
中 说 明 它 的 数值 解 的 求法 。 

> expand(%); 

一 本 cos sin(x) + Lx + | sin(cos(x))dx 
定 积分 : 
例 4 求 下 列 各 定 积分 : 
7 
(1) E l+ dt; 
D f 


x 


二 
"01+~/x+1l 
(3) 全 e™ cos xdx ; 


4) 一 一 到 


| 


2 


(1) >int((2*t)*(1+tA2)%(1/3)+=-1..sqrt(7)); 


68% _ 30 
2 


(2) 


G3) 


(4) 


> factor(%); 
12— 2 209) 
2: 


或 采取 更 接近 于 人 工 书 写 的 格式 : 
>Int((2*t)*(1+tA2)A(1/3),=-1..sqrt(7)):%=int((2*t)*(1+tA2)A(1/3),t=-1..sqrt(7)); 


[20 +) dt = 680 EDIE 
! I 2 
> lhs(%)=factor(rhs(%)); 
7 3 
[aaa year =12 ->20 
! 2 


用 “int0 ”命令 直接 积 
>Int(x/(1+sqrt(x+1)),x=0..3):%=int(x/(1+sqrt(x+1)),x=0..3); 


| 一 天 一 gs 
ol + Vx+l 3 
先 采用 直接 积分 : 

> int(exp(2*x)*cos(x),x=0..Pi/2); 


再 采用 分 部 积分 : 
>Int(exp(2*x)*cos(x),x=0..Pi/2):%=intparts(Int(exp(2*x)*cos(x),x=0..Pi/2),exp(2*x)); 


Í i e” cos(x)dx = e" 一 | 人 2e09 sin(x)dx 
> lhs(%)=intparts(rhs(%),exp(2*x)); 
Í “i em) cos(x)dx = e" —2 + [ T pe cos(x)dx 
` = 2x 1 x 
所 以 fèe cosxdx = 一 (er - 2) , 
9 5 
> convert(x^2/(x^3+x^2+x+1),parfrac,x); 


1 
1 1 Fe 
一 一 一 十 碾 
2x+1 l+ 


如 果 我 们 只 关心 结果 ， 只 需 作 如 下 输入 即 可 : 
> int(1/2* 1/(x+1)}+1/2*(x-1)/(1+x^2),x=0..1); 


3 1 
—In(2)+— 
152 3 


如 果 我 们 也 在 意 定 积分 的 整体 表达 ， 建 议 作 如 下 输入 ; 
>Int(x^2/(x^3+x^2+x+1),x=0..1):%=Int(1/2*1/(x+1)+1/2*(x-1)(1+x^2),x=0..1):%=int( 
1/2*1/(x+1)+1/2*(x-1)(1+x^2),x=0..1); 


== 2-1 Ë A Z _ 89 
Læ- 
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实验 四 陈 酒 出 售 的 最 佳 时 机 


问题 : 

某 酒 厂 有 批 新 酿 的 好 酒 ， 如 果 现在 就 出 售 ， 可 得 总 收入 Ru=50( 万 元 )， 如 果 容 藏 起 来 
待 来 日 (第 n 年 ) 按 陈 酒 价格 出 售 ， 第 n 年 未 可 得 总 收入 为 ， R-R eS” (万 元 )。 而 银行 利率 
为 /=0.05。 试 分 析 这 批 好 酒 窒 藏 多 少年 后 出 售 可 使 得 总 收入 的 现 值 最 大 。 

实验 目的 : 

用 计算 机 求 使 总 收入 最 大 的 出 售 陈 酒 的 不 同方 案 ， 学 会 比较 木 同 出 售 方案 的 优先 ， 初 
步 培养 建立 数学 模型 的 意识 。 


实验 准备 : 
一 元 函数 极 值 、 最 值 的 概念 。 
实验 演示 : 
1. 第 一 种 方案 如果 现在 出 售 这 批 陈 酒 ， 可 得 本 金 50 万 元 ， 因 为 银行 利率 /=0.05， 
按 复 利 计 算 ， 本 利和 数列 为 : 
F(n)=50(1+0.05Y ， n=1,2,*。 (1) 
第 二 种 方案 如 果 容 藏 起 来 ， 待 第 年 出 售 ， 原 来 的 50 万 元 到 第 n 年 时 价值 数列 
为 : 
Ls 
R(n)=50es , n=1,2; (2) 


2. 假设 现在 酒 厂 有 一 笔 现 金 ， 数 额 为 总 万 元 )， 将 其 存 入 银行 。 到 第 n 年 时 增值 为 
R(n)( 万 元 )。 根 据 复 利 公 式 ，R(n)=X(1+0.05)”， 则 称 X X RAMME, W Rn 的 
现 值 计算 公式 为 

_ _ R(n) 

Y (1+ 0.05)" ` 


] 

将 R(n)=50e5 ”代入 上 式 ， 可 得 酒 广 将 这 批 好 酒 窒 关 起 来 作为 陈 酒 在 第 # 年 后 出 售 
的 总 收入 Rn) 的 现 值 数列 为 

工人 

人 S s: 
(L+ 0.05)" 

利用 这 一 公式 ， 计 算出 16 年 内 陈 酒 出 售后 总 收入 Rn) 的 现 值 数列 . 
试 求 以 下 问题 ， 
(1) 如 果酒 厂 希望 在 2 年 后 投资 扩建 酒 广 ， 应 选择 哪 种 方案 使 这 批 好 酒 所 只 有 的 价 


n=12 (3) 


90 


解 : 


(1) 


第 1 年 
52.50 
第 9 年 
77.5664 


第 1 年 
59.0680 
第 9 年 
82.4360 


值 发 挥 最 大 作用 ? 


如 果酒 厂 打 算 将 这 批 好 酒 出 售 所 得 收入 用 于 8 年 后 的 另外 投资 ， 应 该 选择 哪 一 年 
作为 出 售 陈 酒 的 最 佳 时 机 ? 

如 果 综 合 考虑 银行 利率 ， 将 出 售 陈 酒 后 所 得 总 收入 再 存 入 银行 ， 使 得 8 年 后 资金 
增值 最 大 ， 又 应 该 如 何 选择 ? 

试 作出 函数 X(n) 的 图 像 ， 并 利用 求 一 元 函数 极 大 值 的 方法 求 出 酒 厂 将 这 批 好 酒 出 
售 的 最 佳 时 机 。 


问题 分 析 与 建立 模型 ; 
首先 考虑 两 种 简单 处 理 方案 : 
第 一 种 方案 50 万 元 到 第 n 年 本 利和 数列 为 : 


F(n)=50(1+0.05)”, n=1,2,"…,， 16; 
第 二 种 方案 : 50 万 元 到 第 n 年 时 价值 数列 为 ; 


R(n)= 50e”, n=1,2,…，16。 
利用 这 两 个 公式 和 Maple 分 别 计算 出 16 年 内 50 万 元 价值 的 数列 , 分 别 填 入 表 3.1 
和 表 3.2， 如 表 3.1、 表 3.2 所 示 。 


> seq(50*(1+0.05)^n,n=1..16); 
52.50,55.1250,57.881250,60.77531250,63.81407810,67.00478205,70.35502115, 


73.87277220,77.56641080,8 1.44473 135,85.51696790,89.79281630,94.28245710, 
98,99657995,103.9464090,109.1437294 


> evalf(%,6); 
52.50,55.1250,57.8812,60.7753,63.8141,67.0048,70.3550, 73.8728,77.5664,81.4447, 


85,5170,89.7928,94.2825,98.9966,103,946,109.144 
R31 50 万 元 到 第 n 年 本 利和 数列 表 


第 2 年 第 3 年 第 4 年 第 5 年 第 6 年 第 7 年 第 8 年 

55.1250 57.8812 — 60.7753 63.8141 67.0048 70.3550 73.8728 

第 10 年 第 11 年 第 12 年 第 13 年 第 14 年 第 15 年 第 16 年 

81.4447 85.5170 89.7928 94.2825 98.9966 103.9460 109.1440 
> evalf(seq(SO*exp((1/6)*sqrt(n)),n=1..16),6); 
59.0680,63.2900,66.7330,69.7805,72.5810,75.5810,75.2090, 77.7100,80.1120, 
82.4360,84, 6960, 86.9030,89.0655,91 .1905,93,2825,95.3470,97,3865 


表 3.2 50 万 元 到 第 n 年 价值 数列 表 


第 2 年 第 3 年 第 4 年 第 5 年 第 6 年 第 7 年 第 8 年 
63.2900 66.7330 69.7805 72.5810 — 752090 77.7100 _ 80.1120 
第 10 年 第 11 年 第 12 年 第 13 年 第 14 年 第 15 年 第 16 年 
84.6960 86.9030 89.0655 91.1905 93.2825 95.3470 97.3865 


2 


G3) 


) 


第 1 年 


56.2552 


第 9 年 


53.1389 


(4 


N” 


二 | 


比较 表 3.1 和 表 3.2 中 的 数据 : 第 一 个 数列 在 刚 开 始 时 递增 速度 较 慢 ， 后 来 递增 速 
度 较 快 ， 第 二 个 数列 在 刚 开 始 时 递增 速度 较 快 ， 后 来 递增 速度 较 慢 。 对 比 两 个 数 
列 的 变化 ， 可 大 概 得 知 陈 酒 出 售 的 最 佳 时 机 。 

作为 决策 者 的 选择 : 追求 短期 效益 可 简单 采取 第 二 种 方案 ， 追 求 长 期 效益 应 综合 
考虑 两 种 方案 的 结合 。 

简单 比较 ， 应 是 第 二 种 方案 较 好 ， 两 年 后 资金 增值 为 63.2899 访 元 。 

同上 ， 应 是 第 二 种 方案 较 好 ，8 年 后 资金 增值 为 80.1121 万 元 。 


] 


Lja 
% n EER EA RUA: Xn 


(1 + 0.05)" 
年 的 现 值 数列 : 
> evalf(seq(50*exp((1/6)*sqrt(n))/(1+0.05)“n,n=1..16),6); 
56.2552,57.4058,57.6466,57.4084,56.8692,56.1219,55.2271,547.2227,53.389, 
51,9962,50.8104,49.5949,48.3601,47,1140,45.8634,44,6139 


o 应 用 Maple 计算 16 


表 3.3 AM Maple 计算 16 年 的 现 值 数列 表 


第 2 年 第 3 年 第 4 年 第 5 年 第 6 年 第 7 年 第 8 年 
57.4058 57.6466 57.4084 56.8692 56.1219 55.2271 54.2227 
第 10 年 ”第 11 年 第 12 年 第 13 年 第 14 年 第 15 年 第 16 年 
51.9962 50.8104 49.5949 48.3601 47.1140 45.8634 44.6139 


陈 酒 在 第 3 年 出 售 时 现 值 最 高 。 在 8 年 后 ， 出 售 陈 酒 可 收入 80.1121 方 元 ; 但 是 
在 3 年 后 ， 出 售 陈 酒 所 得 资金 为 66.7329 万 元 ， 将 其 存 入 银行 ， 再 过 5 年 后 从 银 
行 取出 。 总 收入 按 复 利 公式 计算 ， 在 Maple 环境 下 计算 得 : 

> 66.7329*(1+0.05)^5; 


85.16996985 
这 说 明 综 合 考虑 两 种 方案 : 第 3 年 售 酒 ， 第 8 年 从 银行 取款 可 得 约 85.1700 万 元 。 
显然 优 于 单纯 采用 第 二 种 方案 。 
用 一 元 函数 极 值 的 方法 分 析 如 下 : 


Ln 
先 作出 函数 Xn)= — ° 的 图 像 ， 如 图 3.25 所 示 。 
(1+ 0.05) 


> plot(50*exp((1/6)*sqrt(n))/((1+0.05)“n),n); 
根据 图 像 搜 索 驻 点 的 位 置 ， 大 约 在 (1，6) 区 间 内 : 
> fsolve(diff(50*exp((1/6)*sqrt(n))/((1+0.05)*n),n)=0,n=1..6); 
2.917245303 
从 图 像 与 计算 中 都 可 以 说 明 只 有 惟一 的 驻 点 as*3( 年 )， 所 以 出 售 陈 酒 的 最 佳 时 期 
为 第 3 年 。 
1 


= — = 3 (E. 
0 S 


22 Oh 


所 以 陈 酒 出 售 的 最 佳 时 机 为 第 3 年 。 


图 3.25 X(n) 函数 图 像 


结果 分 析 : 

如 果 单 纯 采 用 某 一 种 方案 处 理 陈 酒 ， 所 得 的 收入 并 不 是 最 好 的 (80.1121 万 元 )。 引 入 现 
值 的 概念 得 出 令 人 满意 的 结论 (85.17 万 元 )， 这 是 在 两 种 方案 的 简单 比较 中 得 不 到 的 。 最 后 
由 离散 问题 转化 为 连续 问题 。 用 一 元 函数 极 值 的 方法 得 出 了 与 离散 方法 相 一致 的 结果 : 应 
该 在 第 3 年 卖 掉 陈 酒 。 | 


53 题 = 
sin(x —]) rëi 
1. 讨论 函数 Ke)=1 x-1 ' 在 x=1 处 的 连续 性 与 可 导 性 。 
0， x=] 


2. 求 下 列 曲 线 满足 给 定 条 件 的 切线 方程 和 法 线 方程 : 
d) ylInx 在 点 (e,1) ; 
(2) y=cosx (0<x<2x ), 切 线 垂直 于 直线 、/2 xty=1。 
3. 求 下 列 函数 的 导数 : 
(1) y=e” lnx; 


1 一 cost 
2) 二 一 一 一 ; 
l+sint 


x 
3 =]n ; 
(3) 天 paz 
(4) y=sin2?(csc2x); 
(5) arctan =lnļx +y? ; 
x 


1 
(6) y=(l+tcosx)* o 


w 


求 下 列 函 数 在 指定 点 的 导数 值 : 


第 3 章 一 元 微 和 分 —” z 


(1) yx=cot2Jl+ x° ,x=0; 
(2) ysinx-cos(x-y)=0,y' y 


D 
05) 


x=t—arctan x, dy 
(3) 2 FERE 
y=ln(l1 +t"), dx|,_., 


(4) y=ln yx+l-I 
jVx+1+1 


求 了 下 列 函 数 在 指定 点 的 二 阶 导 数 : 
(1) y=ln(Inx),=e2; 
(2) yan žE, 
求 下 列 函数 的 n 阶 导数 : 
(1) y=sin2x ; 
02 =, 
X 一 1 

讨论 方程 2x3-9x*+12x-3=0 的 实 根 个 数 。 
证 明 方程 In 二 -1 有 且 仅 有 两 个 实 根 。 
求 下 列 函 数 的 单调 区 间 、 极 点 与 极 值 ; 

2 


(1) y=2-(x-1)2; 

(2) y=x?°e; 

(3) y=2x°+3x° -12x + 5; 
1 


xl. 


(4) y=x*. 


， 把 下 列 给 定 函 数 Jx)、/'(x) S 的 图 像 作 在 同一 坐标 系 中 ， 并 求 Ax) 的 单调 区 


间 、 目 凸 区 间 、 极 值 点 、 极 值 和 拐点 。 
(1) =x Inx; 

2 IA Cs: 

(2) 1 

e*— e* 


(3) | 


(4) Ax)=In(xt Vx’ +1)。 


， 作 下 列 函数 的 图 像 : 


x 


Q- 


(2) flx)=x ?十 
x 


(1) Ax)= 


94 


数学 实验 基础 


13. 


G) y°=x(x— 1“; 


cosx 
(4) A. 
cos2x 


， 利 用 函数 的 单调 性 证 明 下 列 不 等 式 ， 并 作出 图 像 验证 ; 


(1) 当 x>0 时 ， e lp 

D "420, IzxIn(er Vitx > i+ o 
求 下 列 不 定 积分 : 

(1) fa” 

o Ete 

(3) = 


(5) fx tan? xdx ; 
© [一 


(I+ x2)2 ° 


， 求 下 列 定 积 


(1) 人 
© 
x 


M5—A4x 
(3) j cos: x — cos” xdx ; 
z 


dx ; 


o Í 


(4) | d ~ sin? x)dx ; 


3 x 
d; 

Í — 

n8 —sy— 
(6) Í. 1+e dr; 
0) [xe"dx; 

3 
(8) f 2xarctan xdx ; 
1x*—2x +X +l 
0 .x(x-1) 
ñ dx 
0 ] +sin x + cos x 


9) f 


(0) Í 


第 4 章 数值 积分 与 微分 


实验 一 数值 积分 


问题 : 
尽管 我 们 已 经 学 习 了 许多 积分 方法 ， 但 还 有 很 多 函数 的 原 函 数 由 于 不 能 用 初等 函数 表 
达 而 “ 积 不 出 来 ”， 例如 sin(cos(x))dx 。 特 别 是 对 用 离散 的 数据 或 图 形 表 达 的 函数 进行 积 
分 运算 时 ， 就 要 求助 于 数值 积分 的 计算 方法 。 
实验 目的 : 
学 会 用 Maple 语句 按 左 接 和 矩形 法 ， 右 接 和 矩形 法 ， 梯 形 法 与 辛普森 法 求 某 些 不 可 积 函 数 
定 积分 的 近似 值 。 
实验 准备 : 
一 般 要 计算 定 积分 s= | f(x)dx ， 也 就 是 计算 由 曲线 =f 与 直线 y=0, a, x=b 所 转 成 
的 曲 边 梯形 的 面积 , 需要 用 一 组 平行 于 y 轴 的 直线 x=x,(0<i<n,a=xo<x <x, < <x < 
=b) 将 曲 边 梯形 分 成 个 小 曲 边 梯形 ， 总 面积 s 分 成 这 些小 曲 边 梯形 面积 之 和 。 如 果 n 取得 
很 大 ， 使 每 个 小 曲 边 梯形 的 宽度 都 很 小 ， 将 每 个 小 曲 边 梯形 近似 地 当 作 和 矩形 来 求 面 积 ， 就 
得 到 矩形 法 近似 积分 公式 ， 将 每 个 小 曲 边 梯形 近似 地 当 作 梯形 来 求 面积 ， 就 得 到 梯形 法 近 
似 积分 公式 ;更 准确 些 ， 将 每 个 小 曲 边 梯形 的 上 边界 近似 地 看 作 抛 物 线段 ， 就 得 到 辛普森 
公式 ， 具 体 如 下 文 。 
1. 和 矩形 法 
(1) 左 接 矩形 法 
取 分 点 a= xo, Xi1,…,xn =b， 将 区 间 [ a,b] n 等 分 ， 即 x,= ati(b-a)/n 0<i<n, WJ 
一 个 小 矩形 的 宽度 都 是 Ax =(b-a)/n， 如 果 取 小 区 间 左 端点 的 函数 值 作为 小 矩形 的 
长 ， 则 小 和 矩形 的 长 度 是 y,=fR x;)， 第 i 个 小 梯形 面积 s ,近似 地 等 于 第 i 个 小 矩形 
面积 Ax y,， 很 多 小 矩形 的 面积 的 总 和 近似 等 于 曲 边 梯形 的 面积 s， 所 以 : 
b-a 
n 


f /War=s~ 


(yotyit- ty, I) 
(2) ARER 
如 果 取 小 区 间 右 端点 的 函数 值 作为 小 矩形 的 长 ， 类 似 地 可 以 得 到 积分 的 近似 值 。 
b-a 
n 


[ /Cdr (pty yy) 


同上 划分 ,将 第 i 个 小 曲 边 梯形 面积 s, DDD ZO + 9) ` Ax， 把 所 有 这 些小 樟 
形 面积 加 起 来 就 得 到 梯形 公式 : 


| f 0)de=s~ 


3. 抛物 线 法 (辛普森 法 ) 

HDA x= ati (b-a)n(1<i<n-1), 将 区 间 [a,5] 分 成 n(n 为 偶数 ) 等 份 ， 设 各 分 点 处 的 函 
数值 分 别 为 Yos Vis Yast Yn o WER yfx) 也 相应 地 被 分 成 个 小 弧 段 , 得 n 个 小 曲 边 梯形 ， 
设 曲 线 y=fx) 上 的 分 点 为 M6,Mi,M,,…,M, ， 再 取 每 个 小 区 间 [x xz] 的 中 点 


TE i [ -3 (5b-a)/n， 将 第 i 个 小 曲 边 梯形 的 上 边界 y=fx) (x, S x < x,) 近似 地 看 作 经 
2 


b- 
n 


a 
(1 a tY pat 


Yot Y, 
5 | 


过 三 点 (x, SONE a X oX; ) 的 抛物 线段 。 我 们 知道 三 点 可 以 确定 一 条 抛物 线 ypx’ +qx+r. 


我 们 先 计 算 在 [ - hh] E, 以 过 三 点 N, (h, ya), N, (O0, y), N, (h, y,) 的 抛物 线 y=px2 +qx+r 为 曲 
边 的 曲 边 梯 形 的 面积 。 三 点 坐标 应 满足 下 列 方程 组 : 
Y = ph —qh+r 
y = r 
Ya =ph +qh+r 
由 此 得 2ph°= y —-2y +y,， 于 是 所 求 面积 ;》 
h 
A= K +qx+r)dx = l + n - p +2rh 


-h 
1 1 1 
= TOP +6r) zU -2y + y, TOPS A +4y +y) 


让 曲 边 梯形 沿 x 轴 平 移 ， 其 高 度 、 宽 度 均 不 变 ， 这 表明 曲 边 梯形 面积 与 分 点 横 坐 标 无 
关 ， 而 仅 取决 于 三 个 高 度 及 宽度 。 因 此 ， 过 MAM,M; 三 点 ; IM, M, , M, ZA; ee 
过 MM,,,M,,M, 三 点 的 抛物 线 所 对 应 的 曲 边 梯形 的 面积 依次 为 : 


1 
4, = Y On + 4y, +y), 


l 
4, K +4y, + y, ), 


** e... ....... 


1 
4, =s (y, 十 47 + y,) £ 


2 


IRTE, EEEN, REER | f(x)dx EA 
物 线 公式 ， 也 叫 辛普森 公式 。 
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b b- 
f, fOr = =e 
Maple 已 经 把 以 上 数值 积分 公式 做 成 程序 块 ， 通 过 以 下 命令 调用 即 可 。 
常用 的 Maple 语句 
evalf(int(f(x).x=a..b) 


| + y,)+2(y, + y, ++ pa) + A(y, + > +` + y, 1)] 


或 evalf (Int(f(x),x=a..b)): 如 果 Maple 无 法 解 出 积分 的 符号 解 ， 可 用 该 命 
令 求 积分 的 数值 解 ; 
leftbox(f(x),x=a..b,n,options): 画 出 n 个 用 以 世 近 积分 值 的 小 和 矩形， 积分 区 间 


为 a 到 bp， 而 矩形 的 高 度 则 由 函数 在 矩形 左边 
的 值 决 定 ， 我 们 称 这 些小 矩形 为 左 接 和 矩形， 即 


leftbox; 
leftsum(f(x),x=a..b,n): KiE n AH EFR E HINE JE HI ER a A; 
rightbox(f(x),x=a..b,n,options): 画 出 右 接 小 矩形 来 逼近 定 积分 ; 
rightsum(f(x),x=a..b,n): 求 出 右 接 小 矩形 的 面积 总 和 ; 
trapezoid(f(x),x=a..b,n): 以 梯形 法 求 [ rod ， 取 n 个 相等 间距 ; 
simpson(f(x),x=a..b,n): 以 辛普森 法 求 [ f(x)dx ， 取 nn 个 相等 间距 。 


实验 演示 : 

例 1 计算 积分 | e dx 的 近似 值 。 

解 : 由 于 积分 | e” dr 的 被 积 函数 的 原 函 数 不 是 初等 函数 ， 且 被 积 函数 。”>0， 所 以 
定 积分 值 等 于 对 应 的 曲 边 梯形 面积 值 。 现 在 利用 Maple 的 矩形 积分 命令 求解 。 

1. 和 矩形 法 

先 加 载 链接 库 ， 

> with(student); 

建立 函数 关系 : 

> expr:=exp(-x^2); 

expr:eCz ) 

(1) 左 接 矩形 法 

用 左 接 和 矩形 命令 ， 作 出 把 区 间 [0，1]10 等 分 的 左 接 矩 形 图 ， 如 图 4.1 所 示 。 
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> leftbox(expr,x=0..1,10); 
> leftsum(exp(-x^2),x=0..1,10); 


> evalf(%); 


.7778168241 
(2) AREKE 
用 右 接 和 矩形 命令 ， 作 出 把 区 间 [0，1]10 等 分 的 右 接 矩形 图 ， 如 图 4.2 所 示 。 
> rightbox(exp(-x^2),x=0..1,10); 


0 02 04 ,08 08 E 
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求 右 接 矩形 面积 的 总 和 : 
> rightsum(exp(-x^2),x=0..1,10); 


> evalf(%); 
.7146047682 
2. 梯形 法 


求 把 区 间 [0，1]10 等 分 的 梯形 面积 总 和 : 
> trapezoid(exp(-x^2),x=0..1,10); 


1 1[< cu]. 1 
Zie w eie 
> evalf(%); 
.7462107962 
3. 抛物 线 法 (辛普森 法 ) 
> Simpson(exp(-X^2),x=0..1,10); 
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1 La z 2 Â (=(1/5i-1/10} ) 1 [< CZD 
—+—€€ ”十 一 | 2e 十 一 
30 30 [> TEA 

> evalf(%); 

7468249480 
I2 求 定 积分 | ，sin(cos(z))dx 的 近似 值 。 
解 : 


> expr:=sin(cos(x)); 

expr := sin(cos(x)) 
> ]eftbox(expr,x=0..2*Pi,20); 
如 图 4.3 所 示 。 


图 4.3 REKE 


> leftsum(expr,x=0..2*Pi,20); 
1 |{ 刀 1 
— sin| cos| — in 
10 > | a ) 


—.2513276123 10" 


> evalf(%); 
> rightsum(expr,x=0..2*Pi,20); 
1 (<. La 
w > so 10 in )) . 


—.6283185308 10” 


> evalf(%); 


> trapezoid(expr,x=0..2*Pi,20); 


=" Ë sin(]) + 1 [co 市 in )) 


> evalf(%); 


Us > 


> simpson(expr,x=0..2*Pi,20); 


se 


> evalf(%); 
0. 
实验 二 数值 微分 
问题 : 


一 般 的 初等 函数 可 以 用 有 关 的 导数 公式 和 相关 的 导数 法 则 求 出 其 导数 ， 而 当 函 数 以 离 
散 数据 形式 给 出 时 ， 就 需要 用 数值 微分 的 方法 求 导数 。 计 算 技术 的 进步 不 断 地 提高 人 们 的 
数据 分 析 能 力 ， 数 据 分 析 能 力 正在 逐渐 成 为 大 学 生 的 基本 数学 能 力 之 一 ， 而 数值 微分 是 培 
养 数据 分 析 能 力 的 基础 之 一 。 
实验 目的 : 
1. 掌握 数值 微分 的 两 点 公式 和 三 点 公式 ， 并 学 会 使 用 这 些 公式 去 求 节点 处 的 导数 值 
及 误差 ; 
2. 初步 了 解 Mathcad 软件 的 基本 概念 ， 理 解 诸多 等 号 的 用 法 ， 掌 握 常 用 运算 操作 ， 
学 会 用 本 节 介 绍 Mathcad 的 基本 操作 方法 去 求 数 值 微分 。 
实验 准备 : 
1. 数值 微分 的 两 点 公式 和 三 点 公式 


图 4.4 前 差 、 后 差 公 式 和 中 点 公式 的 几何 意义 
当 函 数 以 离散 的 数值 形式 给 出 时 ， 用 离散 方法 近似 地 计算 函数 y=fx) 在 某 点 x=a 的 导 
数值 。 由 导数 定义 ， 用 差 商 近似 微 商 (导数 )， 得 


J(a+h)- f(a) 
h 


f(a)- f(a-h) 
h 


f'(a)= (1) 


f'a)x (2) 


人 2 


其 中 >0。(1) 和 (2) 分 别称 为 前 差 公 式 和 后 差 公 式 。 求 二 者 的 平均 值 ， 得 
Jf(a+h)- f(a-h) 
2h 


f'(a)= (3) 

(3) 称 为 中 心 差 商 或 中 点 公式 ， 这 是 最 常用 的 公式 。f'(a) 是 切线 AT 的 斜率 ， 而 (1)、(2) 
和 (3) 式 的 右 端 分 别 是 割 线 AB, AC 和 BC 的 斜率 。 显 然 BC 的 斜率 更 接近 于 AT 的 斜率 ， 
即 (3) 式 的 精度 更 高 。 

为 了 估计 这 些 近 似 公式 的 精度 ， 将 fath) 和 fa- 有 ) 在 点 a 处 作 泰 勒 展开 


Jat 朋 = FEK a) +E") + OF) 
将 上 式 代 入 (1)~~(3) 式 可 知 ，(1) 和 (2) 式 的 误差 为 O(h)， 而 (3) 式 的 误差 为 O) 
将 区 间 [a,bjn 等 分 ， 步 长 4=2-4 ， 当 函数 y=ftx) 在 分 点 上 用 离散 数值 表示 为 


n 


CeyD,a=X0<x1<*…<xn=b 时 ， 函 数 在 分 点 的 导数 值 可 以 由 (3) 式 得 到 : 


一 
Faa Et EL k =12,-.n-1 (4) 


但 是 对 于 端点 xo 和 x,， 若 用 (1) 和 (2) 式 ， E f'a) ~ fapa, 误 


差 为 O(h)。 
我 们 给 出 如 下 的 带 余 项 的 两 点 公式 : 


f'n) G jp EE 
f'e)=1 (G) fGç DËSE 
为 了 提高 精度 ,用 二 次 插值 函数 来 代替 曲线 Ax), E oM x, BT D1831= 5 R SE 255, 


(5) 


S'E) 3S) + 4f) - f(x, HEO (0) 
S'DO -Ë = 07) 
S'ODE Ua) -4f 0) +3f 0 HEE (8) 


(6) 一 (8) 统 称 为 三 点 公式 ，(7) 式 也 称 作 ( 三 点 ) 中 点 公式 ， 其 误差 均 为 Oh). 

其 中 & € [xo, x2]。 

从 对 公式 的 分 析 看 ， 步 长 h 越 小 ， 计算 结果 越 精确 ， 但 这 只 是 对 截断 误差 角度 而 言 的 。 
若 从 舍 入 误差 角度 看 , h 很 小 时 ,yxwi 与 yx1 很 接近 ,二 者 相 减 会 造成 有 效 数字 的 严重 损失 ， 
因此 有 不 宜 过 小 。 试 看 下 面 的 例子 。 

例 RS = Vx 在 x=2 处 导数 的 近似 值 。 


用 (3) 式 计算 fox tA Y2-h ， 取 4 位 有 效 数字 。 当 有 取 不 同 值 时 ， 结 果 如 下 ; 
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(2) 


表 4.1 导数 值 表 
1 0.5 0.1 0.05 0.01 
0.3660 0.3564 0.3535 0.3530 0.3500 


而 用 求 导 公式 算出 的 精确 值 (4 位 有 效 字 ) 为 0.3536， 可 以 看 出 h=0.1 时 的 结果 最 好 。 
Mathcad 通常 称 为 “数学 CAD”, 是 由 美国 Mathsoft 公司 开发 出 来 的 交互 式 教 学 应 用 软件 。 
B 1986 年 问世 以 来 ， 一 直 受 到 科技 工作 者 、 教 师 和 学 生 的 喜爱 。 它 操作 简单 ， 界 面 友好 ， 
具有 第 一 流 的 公式 编辑 器 。 我 们 无 需 去 记忆 各 种 复杂 的 软件 命令 ， 一 块 数学 模板 
(“View\Toolbars\Math”) 上 的 按钮 就 已 经 包括 了 我 们 需要 的 绝 大 多 数 数学 计算 ， 看 到 这 些 
按钮 上 的 图 标 基 本 上 就 可 以 意 会 到 它 的 用 途 。 特 别 是 它 的 输入 输出 方式 与 我 们 的 书写 习惯 
基本 一 致 , 因此 成 为 数学 教学 中 被 广泛 采用 的 软件 之 一 。 我 们 需要 了 解 以 下 关于 Mathcad 的 
基本 概念 。 

(1) Mathcad 的 安装 和 启动 


(2 


(3 


) 


) 


(4) 


(5 


— 


将 源 光 盘 插 入 光驱 , 在 光盘 的 根 目录 下 找到 Mathcad 的 安装 文件 “setup.exe”; 
鼠标 双击 该 安装 文件 ， 按 提示 逐步 安装 ; 

安装 完成 后 ， 在 程序 栏 里 就 有 了 “Mathcad” 选 项 ; 

通过 路 径 “ 开 始 \ 程 序 \Mathcad”， 便 出 现 了 Mathcad Professional; 

进入 Mathcad 工作 页 面 : 在 Mathcad 图 标 上 双击 鼠标 , 便 出 现 了 Mathcad Mi 
面 ， 关 闭 菜 单 “Tip of the Day” 和 “Resource center” , 即 进入 Mathcad T. 
作 页 面 。 

数学 区 域 

在 Mathcad 工作 页 面 中 , 任何 有 红色 “+” 光 标的 位 置 , 无 论 在 中 英文 哪 种 状态 下 ， 
都 是 数学 区 域 。 数 学 区 域 的 特点 是 : 输入 中 文 、 英 文 或 数字 时 都 被 蓝 色 编辑 线 半 
包围 着 ， 在 数学 区 域内 我 们 可 以 输入 各 种 我 们 所 需要 的 数学 式 子 。 

文本 区 域 

创建 文本 区 域 时 ， 在 工作 页 面 需 要 书写 文字 的 地 方 单 击 鼠 标 ， 然 后 用 键盘 键入 汉 
字 、 英 文 或 数字 。 键 入 完毕 后 按 动 空格 键 ， 前 面 键入 的 文字 就 被 -个 带 有 手柄 的 
矩形 框 起 来 了 ， 一 个 文本 区 域 就 创建 起 来 了 ， 接 下 来 继续 输入 文字 和 标点 。 也 可 
以 使 用 菜单 命令 创建 文本 区 域 : 用 鼠标 单 击 需 插 入 文本 的 地 方 ， 执 行 “Insert/Text 
Region” 命 令 ， 产 生 文本 区 域 框 ， 框 内 光标 为 红色 竖 线 时 ， 就 是 文本 区 域 了 。 
文本 中 插入 数学 区 域 

在 一 篇 数学 文稿 中 ， 文 字 叙 述 和 数学 公式 不 可 避免 地 需要 穿插 进行 ，Mathcad 提 
供 了 在 文本 区 域内 插入 数学 区 域 的 功能 。 插 入 的 方法 是 ; 在 文本 中 需 插入 数学 区 
域 的 地 方 ， 执 行 菜单 命令 “Insert/Math Region”， 就 会 出 现 一 个 占 位 符 ， 在 占 位 
符 处 输入 数学 表达 式 即 可 。 

在 Mathcad 环境 中 完成 各 种 计算 


@ @ @ @ G 


变量 类 型 和 操作 

局 部 单 值 变量 赋值 

整形 变量 定义 域 赋值 区 
实 型 变量 定义 域 赋值 


逻辑 等 号 表示 等 量 关 系 
但 不 用 于 求 值 (俗称 “ 粗 等 
号 ”) 


数值 计算 (普通 等 号 ) 


符号 计算 ， 解 析 椎 导 的 
等 


qi 


(6) 常用 运算 操作 简介 


操作 符 


II 


| 


运算 名 称 F +H 


PMM 
下 标 表示 
n 次 方 根 
平方 根 
乘 

除 


路 x =- = ta ” 


实验 演示 : 


例 1 用 三 点 公式 求 /00)= 
解 ， 写 出 三 点 公式 
f'(x0) = ZSC) +4f(x,)- f(x,)] + E E 


表 4. 2 等 号 汇总 表 


快捷 键 


Crtl+. 


R JE 键 


A 
[ 
Ctrl+\ 
À 


* 


/ 


' NE h? ur 
PS GT lt sT O 


FEDE E) -4fC) +3f C0)]+ E 
在 Mathcad 中 计算 如 下 : 


第 4 章 ”数值 积分 与 微分 


操作 方式 
x2 


x2; n 


y.0,0.2;20 


Ctrl+=， 左 右 分 别 
输入 x+y、2 


(a+b) 一 


表 4.3 常用 运算 操作 简介 


操作 方式 

x22 

x[i 

Ctrl\3 x 

\2 

3*x 

3+x， 按 空格 键 ， 
让 蓝 色 编 辑 线 包 
住 被 除 式 ，/，2 
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操作 效果 

x:=2(x 取 2) 
x:=2..n( 取 2, 3 到 
n) 

y.=0,0.2..20(0 “到 
20， 间 隔 0.2) 
x+y=2 


x:=2 y:=2 x+y=5 
或 2+3=5 


(a+b) —a’+2ab+b? 


操作 效果 


在 x=1.0、1.1 和 1.2 处 的 导数 值 ， 并 估计 误差 。 
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1. 求 出 各 节点 的 函数 值 

人 

f(x):= re x0:=1.0 x1:=1.1 x2:=1.2 h:=0.1 

求 函 数值 : f(x.) =0250000 (f(x )=0.226757 f(x,)= 0.206612 

注意 : (1) 上 面 求 函数 值 的 等 号 是 键盘 等 号 键 ， 这 是 Mathcad 求 数值 解 的 重要 手段 ， 
若 要求 符 号 解 ， 则 应 使 用 “Symbolics” 菜单 中 的 按钮 “一 ”。 
(2) 计 算 结 果 的 调整 : 按 路 径 “Format\Resul” 可 以 看 到 系统 默认 精度 为 三 位 有 
效 数 字 ， 可 以 调整 成 你 所 需要 的 有 效 数 字 位 数 ， 最 多 15 位 ， 结 果 也 可 以 不 选 
4833-0536 <. 

2. 利用 三 点 公式 求 出 两 个 端点 x0. x2 的 导数 值 

Z EEB) AeH A fd] -0247910 (a) 

即 f' (xo) = -0.247910 

操作 提示 : 

(1) ER“ =: ”后 输入 的 是 左 圆 括号 ; 

(2) 输 好 fx2) 中 的 右边 圆 括号 后 ,用 蓝 色 编辑 线 包 住 (1) 中 所 述 左 圆 括号 后 的 所 有 内 容 ， 

再 输入 最 右边 的 圆 括 号 ， 这 时 最 外 层 圆 括号 变 为 了 方 括号 ; 
(3) 把 蓝 色 编辑 线 移 到 右 方 括号 的 右 侧 ， 再 敲 空格 键 ， 让 蓝 色 编 辑 线 包 住 所 有 参加 计 
算 的 内 容 ， 再 敲 键盘 等 号 键 就 出 现 运 算 结果 了 。 

= [Kxo)-4 .xD)+3 : fx2)]= - 0.185974 (b) 

即 f' (xo) == —0.185974 

再 利用 中 点 公式 求 出 点 x 的 导数 值 ; 

s (—f(xo)Ef(x2))= -0.21694215 I (c) 

即 f' (x1)=-0.216942 

以 上 (a)、(b)、(c) 就 是 利用 三 点 公式 求 x0, x2,x1 点 处 导数 的 近似 结果 。 

3. 求 各 点 导数 的 精确 值 

这 一 步 是 为 了 评估 数值 微分 的 结果 。 先 求 有 x) 的 导 函 数 ， 定义 x 的 取 值 为 等 差 数列 ， 注 


意 格式 要 求 。 


d° 一 24 2 
E fO) T T Or x :=1.0,1.1..1.2 


再 定义 一 阶 导 函 数 ， 之 后 输入 1(x)， 敲 键盘 等 号 键 就 有 结果 显示 了 。 结 果 以 电子 表格 


的 形式 表达 ， 特 别 适 用 于 大 量 的 函数 计算 。 
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fl(x):= = i f3(x) = ets 5 
(1+x) (1+x) 
fi(x) = Bx) = 


4. 误差 计算 
在 截断 误差 的 求 取 中 ， 三 阶 导数 取 最 大 值 ， 则 得 最 大 误差 。 
(1) 理论 误差 : 


=S =035 


SAGS max |/""(x)|= 


1.0<x<1.2 


j: — 
(2) 截断 误差 : 


h? 


2 
m 0.75 = 2.50000000 x 10 ? h 


5. 列表 评估 数值 微分 的 结果 
上 述 结果 列表 如 下 ， 如 表 4.4 所 示 。 
表 4.4 ”列表 评估 数值 微分 


x 1.0 1.1 
三 点 公式 -0.24792 -0.21693 
准确 (x) -0.25000 -0.21596 
理论 误差 限 0.00250 0.00215 
实际 误差 限 0.00208 0.00098 
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i 0.75 = 2.50000000 x 10 ? 


1.2 
-0.18596 
-0.18783 
0.00250 
0.00187 


我 们 看 到 用 三 点 公式 算出 来 各 节点 的 导数 值 与 其 精确 值 相差 无 几 ， 也 就 是 说 实际 误差 
比 理论 误差 要 小 得 多 。 实 际 工作 中 我 们 只 能 根据 理论 误差 去 控制 误差 ， 这 就 是 对 截断 误差 


取 最 大 值 的 原因 。 

例 2 已 知 fx)=In(@x), 利 用 两 点 公式 计算 A"(1.8) 的 近似 值 ,依次 取 有 =10” (n=0,-1,…,-12)。 

解 : 定义 函数 ; f(x):= In(x) (1) 
定义 步 长 : h(n):=10" n:=0,-1..—12 (2) 
定义 两 点 公式 的 f'(1.8); 

BH: (1.8) = g(h) 

定义 一 阶 导 函数 : i = l (4) Aet (5) 

dx x x 


定义 二 阶 导 函 数 ， n= 二 
截断 误差 |E(.8)| < E max, f"(x)|= 
求 值 : (9) 

步 长 


h(n) = 


0.10000000 
0.01000000 


1.00000000 0 -3 


(11) 


E(h(n)) = 


0.15432099 


0.01543210 


1.54320988 0-3 


1.54320988 0 -12 
1.54320988 0 -13 


(6) 


h 
2-1.8? 


而 了 "(1.8) 的 准确 值 为 A(1.8)=0.55555556 


与 准确 值 相 比 ，h=10 习 时，/"(1.8) 寺 0.55555555， 精 确 度 最 高 。 我 们 看 到 步 长 并 不 是 越 


小 越 好 。 
1 注意 : 


Pia. 


h 


6.48 


f2(x):= = 


=h 
Boui 6.48 
(10) 


f'1.8) 的 近似 值 


g(h(n)) = 


(12) 


邻 两 次 近似 值 的 差 
g(h(n - 1)) — g(h(n)) = 


0.09883946 


0.01334582 


1.38325414 0 -3 


1.38832328 0 4 
1.38883216 0 -5 


1.38877798 0-6 
1.39332990 0 -7 


0.00000000 
0.00000000 


0.00000000 


(13) 


(7) 


(8) 


本 题 中 (1)~(13) 式 是 计算 式 或 与 计算 密切 相关 的 式 子 , 其 余 式 子 只 是 表达 式 。 


第 4 章 数值 积分 与 微分 107 


读者 需 体会 各 种 情况 下 等 号 的 不 同 的 功能 。 


例 3 给 出 如 下 函数 表 4.5， 利 用 三 点 公式 求 各 节点 的 数值 导数 。 
表 4.5 数值 函数 表 
i 0 l 2 3 4 5 
Xi 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 
xi 1.2051709 1.4214028 1.6498588 1.8918247 2.1487213 2.4221188 


解 : h=0.1， 先 求 两 个 端点 的 导数 表达 式 : 
f'@G0) = s (3. fix0)+4 .x1) Ax2)) 


Jf' (x5) ~ s (Nx3) - 4. Ax4y+3 . fix5)) 


x := 0.1,0.2..0.6 h := 0.1 
fO := 1.2051709 fl := 1.4214028 f2 := 1.6498588 
f3 := 1.8918247 f4 := 2.1487213 f5 := 2.4221 188 


Æ Mathcad 中 计算 各 节点 的 导数 值 如 下 。 
用 公式 (6) 和 (8) 计 算 端 点 的 导数 值 : 


nox 元 (=3 -f 0+4 - f1-f 2)= 2.10119850 
A5 = = (f3-4.f4 -3 - f 5)= 2.81648550 


k FE: D 这 里 及 (i=0,1,…,5) 表 示 函 数值 ft)， 而 这 里 及 下 文 的 用 i 表示 函数 lx) 的 
一 阶 导 数 在 xi 处 的 值 ， 这 是 由 于 Mathcad 函数 名 定义 的 需要 。 
(2) 以 上 两 个 式 子 中 的 等 号 “=” 均 为 键盘 等 号 , 这 两 个 等 号 具有 计算 功能 ， 因 
此 对 等 式 左边 的 函数 名 定义 要 求 也 是 很 严格 的 。 


利用 中 点 公式 (7) 计 算 其 余 各 节点 的 导数 值 ; 


Jecl)s > (fe 0)+f(x2)) fl = > (f 0f 2)=2.22343950 
J'G@2) == >: ( Jix1)+f(x3)) fl2 = > (f 1+f 3)=2.35210950 
Jf'G@3)== s ( f(x2)+-/(x4)) f13 = z; (-f 2+f 4)=2.49431100 
f'G@4)== = (Ax3)Ax5)) fl4 ~ >; (f 3+f 5)=2.65147050 


将 节点 及 其 对 应 的 导数 值 的 计算 结果 整理 到 下 表 中 ， 如 表 4.6 所 示 。 
表 4.6 导数 计算 结果 


Xi 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 


f(x) 2.10119850 2.22343950 2.35210950 2.49431100 2.65147050 2.81648550 
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实验 三 ”人 口 增长 率 的 研究 
问题 : 
探讨 数值 积分 与 微分 在 研究 人 口 问 题 中 的 应 用 。 
实验 目的 : 


对 实际 问题 中 的 离散 数据 ， 学 会 用 Mathcad 命令 求 其 数值 微分 、 数 值 积分 ， 了 解 在 人 
口 问题 中 进行 数据 分 析 的 方法 ， 培 养 解决 实际 问题 和 数学 建 模 的 意识 。 

实验 准备 : 

理解 数值 微分 、 数 值 积 分 的 意义 ， 掌 握 数值 微分 的 三 点 公式 ， 数 值 积分 的 梯形 公式 ， 
继续 熟悉 关于 Mathcad 语句 的 输入 方法 以 解决 数值 微分 、 数 值 积分 的 运算 。 


实验 演示 : 
已 知 20 世纪 某国 家 人 口 统计 数据 如 下 表 ， 试 计算 下 表 中 这 些 年 份 的 人 口 增长 率 。 


表 4.7 20 世纪 某国 家 人 口 统计 数据 


年 份 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 


AH 76.0 92.0 106.5 123.2 131.7 150.7 179.3 204.0 226.5 251.4 


( 百 万 ) 
试 求 各 年 人 口 增长 率 ， 并 用 梯形 积分 公式 计算 该 国 1980. 1990 年 的 人 口 数 量 。 
解 : Malthus 生物 总 数 增长 定律 说 ; 在 孤立 群体 中 ， 生物 总 数 的 变化 率 为 =x(D)-x(0)。 
dx 


若 记 时 刻 1 的 人 口 为 xD， 则 人 口 的 相对 增长 率 为 A a 对 1900, 1910, =, 1990 依 


次 记 为 大 0,1,2…;9。 相 应 地 ， 人 口 记 为 闪 ， 年 增长 率 记 为 及， 用 数值 微分 的 三 点 公式 : 


中 间 各 节点 导数 值 : 
r, = ua Ta = Xu — XY 1,2,…,8 (1) 
2.010h) 20.x 
两 个 端点 的 导数 值 : 
3 四 
PEDE i er a (2) 
20x0 
_ X, +4: x, +3. Xx, (3) 


5 
20x, 
显然 ，(1) 式 中 8 个 值 的 计算 量 很 大 ， 所 以 我 们 在 Mathcad 中 进行 计算 ， 具 体操 作 方 法 


如 下 。 
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1. 先 定义 各 年 人 口 数 。 
x, =76.0 x, := 92.0 x, =106.5 x, =123.2 x, =131.7 
x, 二 150.7 x, :=179.3 x, := 204.0 x, := 226.5 x, =251.4 

x == X 
r(t) = == t 一 1..8 

© 20:x, 
je 
20- xo 

即 r =0.022 r,=0.0104 

结果 分 析 : 


表 4.8 


年 份 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 


r(%) 220 166 146 102 104 158 149 116 105 104 
由 表 4.8 中 可 以 看 出 ，20 世纪 该 国人 口 增长 率 总 的 来 说 在 下 降 ，30 年 代 和 第 二 次 世界 
大 战 时 人 口 增长 率 显著 下 降 ， 战 后 又 迅速 上 升 。 


2. 仍然 沿用 上 面 的 记号 ， 为 进行 数值 积分 ， 要 定义 r(0。 
r = 0.0166 r, = 0.0146 r, := 0.0102 r, = 0.0104 


r, := 0.0158 r, :=0.0149 r, =0.0116 r, := 0.0105 


又 因为 人 口 增长 满足 微分 方程 ; OOI 其 通 解 为 : 
b-a 


x(t)= ce| r(u)du 人 rodx = T,” nr + +r) k 
代入 初始 条 件 : 

x(0)=xo, 0t, =0, PELA c=xo 于 是 时 刻 ! 的 人 口 x(1)=xoe [| reaas 。 

利用 梯形 求 积 公式 ， 得 ， 


说 明 : 

(1) 上 面 等 式 的 三 个 等 号 均 表 示 等 量 关 系 ， 没 有 计算 作用 ; 

D 第 一 个 等 号 是 文本 区 域 的 等 号 ， 后面 两 个 “ 粗 等 号 ”是 数学 区 域 的 等 号 ， 这 两 类 
等 号 共同 的 特点 是 : 没有 计算 作用 。 


所 以 A:=10 pesat e EY: E AO 
20x, 
即 端点 rs 的 值 为 r =9448x10 7 
(1) O) 


E I 
[raya s: Èr) + Ein +7)= 1.098 


6) (4) 


ww- xe = 92786 
说 明 : 
上 面 4 个 等 号 中 (1)、(3) 两 个 等 号 是 在 文本 区 域内 输入 的 等 号 ， 只 起 表示 等 量 关 系 的 作 
用 ,没有 计算 作用 ; (2)、(4) 两 个 等 号 是 在 数学 区 域内 输入 的 等 号 ， 它 们 既 有 表示 等 量 关 系 
的 作用 又 有 计算 的 作用 。 


9 h 
[ redu -这 +30 +n)=1.197 


x(9)= xe” = 251.573 
经 过 以 上 计算 知道 ， 该 地 区 1980 年 人 口 约 为 227.86 百 万 ，1990 年 人 口 约 为 251.573 
百 万 ， 这 两 个 数据 与 实际 比较 接近 。 


题 四 


VI 


l. BEBE. BUERURAORSRANCGEIH F EDS HR f yad. 
已 知 表 数 据 为 函数 y=xtsin 三 所 产生 的 ， 将 计算 值 与 精确 值 作 比较 。 


k 1 2 3 4 5 6 7 
Xk 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 
Yk 0.3895 0.6598 0.9147 1.1611 1.3971 1.6212 1.8325 


' 1 
0] + x2 


dx 的 


2. 选取 n=100，1000，10000,… 等 , 用 梯形 公式 和 辛普森 公式 计算 x=| 
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近似 植 ， 观 察 n 值 增 加 所 导致 的 5S 值 的 变化 情况 ， 直 到 n 的 增加 所 导致 的 5 值 的 变化 小 于 
给 定 的 误差 。 比 较 同 一 个 n 值 下 梯形 公式 和 辛普森 公式 计算 结果 的 差别 ， 对 两 种 方法 的 精 
确 差 度 别 获得 一 个 感性 认识 。 
3. 已 知 函数 y=e * 的 下 列 数值 
x 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 
Y 12.1825 13.4637 14.8797 16.4446 18.1741 
试用 三 点 微分 公式 计算 x=2.7 处 的 一 阶 导 数值 。 
4. 给 定 函 数 表 如 下 : 


x, 0.5 0.6 0.51 0.501 0.5001 0.50001 
x, = J1- x, 0.866025403 0.8 0.865447283 0.865447283 0.865987661 0.865993648 


分 别 取 h 且 10"(n=-1,-2,-3,-4,-5)， 用 两 点 公式 求 "(0.5)， 并 注意 观察 h 值 对 了 "(0.5) 精 度 的 影 
响 。 


5. CARRAR 
X, 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 
fx)=— i 02500 0.2268 0.2066 0.1890 0.1736 
ETEY 


试 分 别 利用 两 点 及 三 点 公式 求 tw) 在 =1.0,1.2 处 的 导数 值 ， 并 注意 观察 h 值 对 了 '(x) 精 度 的 
影响 。 
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在 实际 工作 中 ， 我 们 经 常 遇 到 这 样 一 类 问题 ， 已 知 物体 在 一 定 条 件 下 运动 ， 要 寻求 它 
的 运动 规律 。 而 物体 的 运动 规律 在 数学 上 是 用 函数 来 描述 的 ， 因 此 ， 寻 求 物体 运动 的 规律 
与 它 运 动 的 速度 ( 即 未 知 函数 的 导数 ) 密 切 相 关 。 因 而 根据 实际 问题 列 出 含有 未 知 函数 导数 
的 方程 一 一 微分 方程 ， 然 后 解 出 微分 方程 ， 从 而 解决 问题 。 

我 们 这 一 章 的 实验 就 是 学 会 利用 Maple 软件 来 解 常 微分 方程 。 因 此 我 们 首先 要 了 解 常 
微分 方程 的 概念 ， 同 时 还 要 了 解 它 的 几 种 常用 解法 以 及 它 的 解 的 性 质 等 。 


man 


实验 一 ”微分 方程 的 通 解 


问题 : 

解 微分 方程 就 是 求 微分 方程 的 通 解 或 特 解 ， 在 数学 课 上 我 们 已 经 学 习 了 变量 可 分 离 的 
微分 方程 、 一 阶 线性 微分 方程 、 齐 次 微分 方程 、 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 、 二 阶 常 系数 线性 
微分 方程 等 多 种 类 型 的 微分 方程 的 解法 。 不 同 的 类 型 采用 不 同 的 解法 ， 有 的 还 要 通过 公式 
求解 ， 解 起 来 比较 繁琐 。 本 实验 我 们 在 计算 机 上 通过 Maple 软件 来 讨论 微分 方程 的 通 解 。 

实验 目的 : 

闫 会 运用 Maple 软件 求 一 阶 微分 方程 、 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 、 二 阶 线性 微分 方程 等 
微分 方程 的 通 解 。 


实验 准备 : 

理解 本 实验 中 的 以 下 Maple me: 

dsolve(eqn,y(x)): 解 常 微分 方程 式 ， 解 为 函数 y(x); 
dsolve( {eqn,conds} y(x)): 解 包 含有 初始 条 件 的 常 微分 方程 式 ; 
diff(y(x),x): 表示 dy/dx, ËH y XI x 的 一 阶 导 数 ; 
diff(y(x),x$2): 表示 dy/dx*?， 即 yy 对 x 的 二 阶 导数 ; 
_C1, C2: 表示 通 解 中 的 任意 常数 ; 
subs(x=a,expr): 将 expr 中 所 有 的 x 均 以 a 来 代 换 ; 
suba([x1=al,x2=a2,...xn=an],expr): 同时 执行 数 个 代 换 ; 

map(f;expr): 将 函数 映射 到 表达 式 expr 中 的 元 素 中 去 。 
实验 演示 : 

1. 解 一 阶 微分 方程 


例 1 求 一 阶 微分 方程 y'-e?” sin(x) =0 的 通 解 。 


#53 ” 常 微分 方程 


解 : 
> eqn1:=diff(y(x),x)-exp(y(x))*sin(x)=0; 


eqnl := Ë ye) —e’ sin(x)=0 
Ox 


> dsolve(eqnl1,y(x)); 


1 
yG) = 吕 - | 
例 2 求 一 阶 微分 方程 xyy+1=y?+yy' 的 通 解 。 
解 ， l 
> eqn2:=x*y(x)*D(y)(x)+1—(y(x))X2+y(x)*(D(y)(x)) ; 
eqn2 := xy(x)D(y)(x) + 1= y(x) + YAD) 
> dsolve(eqn2,y(x)); 


y(x)=Jl+ _Clx2-2_Clx+_ Cl, y(x) =-y1 +_Clx?’-2_Clx+_C], 
> eqn2:="eqn2": 
> eqn2:=diff(y(x),x)=((y(x))*2-1)(y(x)*(x-1)); 
_ 8 a = 1+ yG) 
naO -D 


> dsolve(eqn2,y(x), implicit); 
2 r" h 2? x= 
y(x) = + -clje l =0 
例 3 求 微分 方程 xy'= y(1+ lny 一 Inx) 的 通 解 。 
f: 
> eqn3:=x*diff(y(x),x)=y(x)*(1+In(y(x))-In(x)); 


eqn3:= {2 sw) = y(x)(l + In(y(x)) - In(x)) 
> dsolve(eqn3,y(x)); 


x 
x) =—— 
以 ) et Clx) 

> dsolve(eqn3,y(x), implicit); 


OE O o_o 
x x 
例 4 求 微 分 方程 y'= (x 一 y)* +1 的 通 解 。 

解 : 

> eqn4:=diff(y(x),x)=(x-y(x))^2+1; 
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eqn4 = yG) = (z— yO) +1 
x 


> dsolve(eqn4,y(x)); 
-1+x?°+_Clx 
Xx+_Cl 
以 上 例 3、 例 4 是 非 线性 微分 方程 ，Maple 仍 能 求 出 符号 解 来 ，Maple 的 符号 求解 能 力 
从 中 可 见 一 般 。 
例 5 求 微分 方程 y'cos x +ysin x=1 的 通 解 。 
解 : 
> eqn5:=(cos(x))*diff(y(x),x)+(sin(x))*(y(x))=1; 


y(x)= 


eqn5 = r sw) +sin(x)y(x)=1 
x 


> dsolve(eqn5,y(x)); 
y(x) = cos(x)tan(x)+ cos(x) _ C1 
> map(subs,{_C1=1,_C1=2,_C1=3,_C1=4},rhs(%)); 
{cos(x) tan(x) + 4cos(x),cos(x)tan(x) + cos(x),cos(x)tan(x) + 2cos(x), cos(x) tan(x) +3cos(x)} 
> plot(%,x=-5..5); 
函数 图 像 如 图 5.1 所 示 。 


图 5.1 EBE y cosx+ysinx=1 曲线 图 


画 出 了 通 解 的 积分 曲线 族 后 ， 你 知道 对 应 y(0)=2 的 解 是 哪 一 条 曲线 吗 ? 由 于 在 计算 机 
上 这 个 图 形 是 四 色 图 ， 很 容易 回答 这 个 问题 。 

2. 解 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 

例 6 求 微 分 方程 y"=sinx +x 的 通 解 。 

解 : 

> eq:=diff(y(x),x$3)=sin(x)+x; 


3 
eq = y(x) = sin(x)+ x 
Ox 


> dsolve(eq,y(x)); 
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(x) SS + cos(x) + 1 Clx’ + _C2x+ _C3 
Z = 27 E E 


例 7 求 微分 方程 = 二 -+x 的 通 解 。 


解 : 
> eql:=diff(y(x),x$2)=1/x*(diff(y(x),x))+x; 


> dsolve(eq1,y(x)); 


I 1 2 
=—x + 一 _Clx +_C2 
VS I 


3. 解 二 阶 常 系数 微分 方程 

(1) 二 阶 常 系数 齐 次 微分 方程 的 解 。 

例 8 求 微分 方程 y"+5y'+6y=0 的 通 解 。 

解 : | 

> eq2:=diff(y(x),x$2)+5*diff(y(x),x)+6*y(x)=0; 


eq2 = | 2 ye) + {2 ye) +6y(2) 
Ox Ox 


> dsolve(eq2,y(x)); 
p(x)=_ Cle 32 + C2e™? 
(2) 二 阶 常 系数 非 齐 次 微分 方程 的 解 。 
例 9 求 微 分 方程 y'+6y'+9y = 5xe 的 通 解 。 
解 : 
> eq3:=diff(y(x),x$2)+6*diff(y(x),x)+9*y(x)=5*x*exp(-3*x); 


eq3 := (= m y] + {2 ye) + 9y(x) = 5xe( (3x) 
> dsolve(eq3,y(x)); 
y(x) =e'22 _C2+ xe”? Cl+ See 


例 10 求 微分 方程 y"+3y'+2y= e™ cos x+x 的 通 解 。 
解 : 
> eq4:=diff(y(x),x$2)+3*diff(y(x),x)+2*y(x)=exp(-x)*cos(x)+x; 


eq4:= (Z z o) + {2 s: y) + 2y(x) =e” cos(x) + x 


> dsolve(eq4,y(x)); 
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1 1 l 3 。 (na 人 
=| —sin(x) ——cos(x) +—e°*'x+—e* —e” Cl+ C2 ee 
y(x) B (x) 3 (x) e Gl. J 


例 11 求 微 分 方程 ms"= mg 的 通 解 。 
fE: 
> eqn:=m*diff(s(t),t$2)=m*g; 


GN 
eqn := r: o) = mg 


> dsolve(eqn,s(t)); 
s(t) = g +_Clt+_C2 
实验 二 微分 方程 的 特 解 
问题 : 


我 们 在 实验 一 中 讨论 了 微分 方程 的 通 解 ， 但 是 在 实际 应 用 中 往往 有 初始 条 件 ， 利 用 初 
始 条 件 ， 我 们 可 以 确定 通 解 中 的 常数 ， 从 而 解 出 满足 给 定 条 件 的 微分 方程 的 特 解 。 

实验 目的 : 

学 会 运用 Maple 软件 求 给 出 初始 条 件 的 一 阶 微分 方程 、 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 、 二 阶 
线性 常 系数 微分 方程 的 特 解 。 

实验 准备 : 

1. 熟悉 上 述 微分 方程 的 求解 公式 及 有 关 方 法 ; 

2. Maple 中 的 有 关 命 令 ; 


dsolve( {eqn, ini}, y(x): 求 初始 条 件 为 ini 的 微分 方程 eqn 的 解 y(x)。eqn 
表示 微分 方程 ，ini 表示 初始 条 件 ， 它 们 都 使 用 赋 
值 语句 定义 ; | 
combine(): 化 简 微分 方程 解 的 输出 。 
实验 演示 : 


1. 一 阶 微分 方程 的 特 解 

例 1 求 微分 方程 (1+e*)yy=e” 满足 初始 条 件 y(0)=1 的 特 解 。 
解 : 

> eq:=(1+exp(x))*y(x)*diff(y(x),x)=exp(x); 


eq = (l+e' ye = ye) =e 


> ini:=y(0)=1; 
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ini := y(0) =1 

> dsolve( {eq,ini},y(x)); 
y= J2In( +e") -21n(2)+1 
例 2 求 微分 方程 y'x?+2xy -x+1 = 0 满足 初始 条 件 y(1)=0 的 特 解 。 
解 : 
> eql:=x^2*D(y)(x)}+2*x*y(x)-x+1=0; 
eql:= x’ D(y)(x) + 2xy(x) -x+1=0 

> inl:=y(1)=0; 

in] := y(1) = 0 
> dsolve( {eql,in1},y(x)); 


yx) = 二 一 一 一 一 
R: 
例 3 求 微分 方程 y cos x+ysin x=cos2x 满足 初始 条 件 y(x )=1 的 特 解 。 
fE: 
> eq2:=cos(x)*diff(y(x),x)}+y(x)*sin(x)=cos(x)^2; 


eq2 := costo Z ye) + y(x)sin(x) = cos(x)? 
x 


> in2:=y(pi)=1; 
in2 := y(z)=1 

> dsolve( {eq2,in2},y(x)); 
cos(x)(—cos(T)r + 1) 

cos(m) 
例 4 求 微分 方程 y-xy'=b(1- xy") 满足 初始 条 件 y(1)=1 的 特 解 。 
解 : 
> eq4:=y(x)-x*diff(y(x),X)=b*(1-x^2*(diff(y(X),Xx))); 


eq4:= y(x) — {2 y) ü fi _ 2 É > 


in4 := y(1) =1 


y(x) = cos(x)x + 


> in4:=y(1)=1; 


> dsolve( {eq4,in4},y(x)); 
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2. 阶 线性 微分 方程 的 特 解 


O 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 的 特 解 
例 5 求 微分 方程 y"+3y'-~4y =0 满足 初始 条 件 y(0)=1;(0)=0 的 特 解 。 


解 : 
> eqn:=diff(y(x),x$2)+3*diff(y(x),x)-4*y(x)=0; 
egn = [£ o) R {2 vw) -4y(x)=0 


> dsolve(eqn,y(x)); 
y(x)= _ Cle*? + C2e” 
> dsolve((eqn,y(0)=1,D(y)(0)=0;,y(x)); 
y(x) -em 十 Se 
> plot(1/5*exp(-4*x)+4/5*exp(x),x=-1..1); 
这 是 特 解 的 图 像 ， 如 图 5.2 所 示 。 


5.2 例 5 微 分 方程 特 解 图 
例 6 求 微分 方程 3y"+y+2y = 0 满足 初始 条 件 y(0)=1y(0)=0 的 特 解 。 
解 : 
> eq:=3*diff(y(x),x$2)+-diff(y(x),x)+2*y(x)=0; 


eq = {2 v9 | + É ye) +2y(x) = 0 
> dsolve(íeq,y(0)=0,D(y)(0)=1;,y(x)); 


> plot(rhs(%),x=0..15); 
这 是 特 解 的 图 像 ， 如 图 5.3 所 示 。 
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图 5.3 例 6 微分 方程 特 解 图 


2. 二 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 的 特 解 

例 7 求 微分 方程 y+y= 2x -3 的 通 解 及 满足 初始 条 件 
| 

> eq:=diff(y(x),x$2)+y(x)=2*x^2-3; 


asly. 


eq = 区 y) + y(x) =2x2 一 3 


> sol:=dsolve(eq,y(x)); 
sol := y(x) =sin(x) _ Cl + cos(x) _ C2 — 7 + 2x2 

这 是 要 求 的 通 解 ， 

> dsolve((eq,y(0)=1,D(y)(0)=2;,y(x)); 
y(x) = 2sin(x)+ 8cos(x)— 7 + 2x2 

这 是 要 求 的 特 解 ; 
> plot(rhs(%),x=-3..3); 
这 是 特 解 图 形 ， 如 图 5.4 所 示 ， 注 意 x=0 时 y=1， 与 初始 条 件 吻合 。 


图 5.4 例 7 微分 方程 特 解 图 


6 


= 了 了 


例 8 “ 求 微分 方程 -10y+9y =e” 满足 初始 条 件 


052 的 特 解 。 
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Lotus 


> eq:=diff(y(x),x$2)-10*diff(y(x),x)+9*y(x)=exp(2*x); 


az=| 记 yo {2 yO) 


> dsolve((eq,y(0)=6/7,D(y)(0)=33/71,y(x)); 


on _ 1 oo 


l, 1 
X) 三 一 e +—ë@ e 
y(x) 3 3 


> plot(rhs(%),x=-1/3..1/3); 
由 于 已 知 特 解 ， 所 以 选 上 述 x 的 取 值 范围 作 图 ， 如 图 5.5 所 示 。 也 可 以 任意 选择 作 图 
范围 ， 充 分 地 试验 ， 就 可 以 找到 最 能 全 面 表现 函数 性 质 的 区 间 。 


-0.3 -0.2 -01 0 0.1 p°? 0.3 


5.5 例 8 微分 方程 特 解 图 


rz 


实验 三 ” 核 废料 处 理 问题 的 建议 


问题 : 

美国 原子 能 委员 会 以 往 处 理 核 废料 的 方法 是 把 它们 装 入 密封 的 器 三 中 , 然后 扔 到 海里 。 
但 当 器 血 下 沉 的 速度 超过 12.2 m/s 时 ， 若 与 海底 相 撞 ， 器 严 可 能 发 生 破裂 。 我 们 要 考虑 : 
在 一 定 的 条 件 下 ， 器 血 速 度 是 否 小 于 12.2 m/s， 如 何 才 能 保证 器 血 的 速度 小 于 12.2 m/s? 

实验 目的 : 

使 学 生 进 一 步 掌 握 常 微分 方程 通 解 、 特 解 的 求法 ， 并 掌握 用 Maple 语句 求解 常 微分 方 
程 。 初 步 学 习 建 立 数学 模型 和 检验 数学 模型 的 方法 。 

实验 准备 : 

常 微分 方程 的 理论 及 有 关 求 解 微分 方程 的 Maple 命令 。 

实验 演示 : 

美国 原子 能 委员 会 以 往 把 核 废 料 装 入 密封 的 圆 桶 里 ， 然 后 扔 到 水 深 为 90 多 米 的 海底 。 


生态 学 家 和 科学 家 们 担心 的 是 ， 当 圆 桶 下 沉 到 海底 时 ， 与 海底 发 生 碰撞 而 破裂 ， 从 而 造成 
核 污染 。 但 原子 能 委员 会 曾 说 这 是 不 可 能 的 。 为 此 ， 工 程 师 们 做 了 碰撞 实验 ， 发 现 当 圆 桶 


= 2i 


下 沉 速 度 超过 12.2 m/s 与 海底 相 磁 时， 圆 桶 碰 裂 。 需 要 计算 一 下 以 下 情况 圆 桶 沉 到 海底 时 
速度 是 多 少 ? 已 知 圆 桶 重量 为 239.46 kg， 体 积 为 0.2058 m ， 海 水 密度 为 1035.71 kg/m°, 
如 果 水 桶 速度 小 于 12.2 m/s， 假 设 水 的 阻力 与 圆 桶 下 沉 速 度 大 小 成 正比 ， 常 数 上 = 0.6。 就 
说 明 这 种 方法 是 安全 可 靠 的 ， 否则 就 要 禁止 用 这 种 方法 来 处 理 放 射 性 废料 。 
我 们 的 问题 是 : 
(1) 这 种 处 理 废料 的 方法 是 否 合理 ? 
(2) 如 何 合理 改变 已 知 条 件 ， 使 速度 v<12.2 m/s? 
1. 建立 数学 模型 
(1) 先 求 出 圆 桶 的 运动 规律 ， 解 出 位 移 函 数 SOMER RA v(t1)。 由 于 圆 桶 在 运动 过 程 
中 受到 本 身 的 重力 G、 水 的 浮力 F. 水 的 阻力 f 的 作用 ， 所 以 
Fa=G-F-/f (1) 
根据 牛顿 运动 定律 得 到 下 面 的 方程 ， 忆 “= ma = 由 9 二 又 因为 ，G=mg， F=pgW, 


广 =kS ， 可 得 加 要 的 位 移 和 速度 分 别 满足 下 面 的 微分 方程 


mq i= mg- pew-k È 2) 


m = mg — pgw- kv (3) 


若水 的 阻力 与 圆 桶 下 沉 速 度 平方 成 正比 ， 这 时 加 梢 受到 的 阻力 应 改写 为 kE) 
类 似 上 面 ， 可 得 这 时 圆 桶 的 速度 应 满足 如 下 微分 方程 : 


mY = mg- pgw- kv? (4) 


2 


— 


2. 计算 过 程 

在 Maple 中 计算 如 下 。 

定义 方程 (2)， 并 给 该 方程 取 名 “eq”: 

> eq:=m*diff(s(t),t$2)=m*g-p*g*w-k*diff(s(t),t); 


eq = "| o) = mg ~ pgw-— (Zso) 


ôt? 
定义 初始 条 件 
oa $ Az. 
s(0)=0, |, =v(0)=0: 


> ini:=s(0)=0,D(s)(0)=0; 
ini := s(0) = 0, D(s)(0) = 0 


求 方程 (2) 的 特 解 : 
> sol:=dsolve( {eq,ini} ,s(t)); 
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kt\ 

DEFER N 

kasa 2 Son mo” Em pu Zm Ls 
ko k k k 

把 条 件 m=239.46,w=0.2058,g=9.8,p=1035.71,k—0.6 带 入 上 式 ， 求 出 *(0 的 数值 解 : 


>subs(m=239.46,w=0.2058,g=9.8,p=1035.71,k=0.6,s(t)=rhs(sol)); 

s(t) =171510.9925ef 0025056768) + 429,7444068t —171510.9925 (5) 
定义 方程 (3)， 并 给 该 方程 取 名 “eql”: 

> eql:=m*diff(v(t),t)=m* g-p*g*w-k*v(t); 


eql = "|£ o) = mg — pew— ky(t) 


求 初始 条 件 为 x(0)=0 的 微分 方程 (3) 的 特 解 : 
> so2:=dsolve( {eq 1,v(0)=0},v(t)); 
= 


E = _ gpw ee "(omg + pgw) 


4 
k k 


代入 条 件 m=239.46,w=0.2058,g=9.8,p=1035.71,k=0.6, SKE vb 的 数值 解 : 

>subs(m=239.46,w=0.2058,g=9.8,p=1035.71,k=0.6,v(t)=rhs(s02)); 

v(t) = 429.7444068 — 429.7444068e' 050567685) (6) 

解 (5)， 令 s(0=90, KiE t fË: 

>solve(171510.9925*exp(-.2505637685e-2*t)+429.7444068*t-171510.9925=90,t); 
12.99939724,—-12.85977723 

上 面 得 到 了 s(0=90 的 解 :=13; 下 面 定 义 (029 t 的 函数 ， 以 求 出 v(13): 

> v(t):=t->429.7444068-429.7444068*exp(-.2505637685e-2*t); 


SO2 : 


v(t) = t — 429.7444068 — 429.7444068e 0505676850 
> v(t)(13); 
13.7726610 

求 出 了 w13 六 13.77m/s>12.2m/s， 所 以 这 种 处 理 废 料 的 方法 不 合理 。 因 此 ， 美 国 原子 能 
委员 会 已 经 禁止 用 这 种 方法 来 处 理 核 废料 。 

3. 模型 的 改进 

在 现 有 诸 因 素 m. w. g. p. kP, 我们 可 以 适当 地 增 大 圆 桶 的 体积 ， 以 达到 增 大 浮力 、 
减 小 速度 的 目的 。 

令 w=0.2088m’。 

> eq:=m*diff(s(t),t$2)=m*g-p*g*w-k*diff(s(t),t); 


⁄ 0 
eq = "|£ o) = mg — pgw-— [z so) 


> ini:=s(0)=0,D(s)(0)=0; 
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ini := s(0) = 0, D(s)(0) = 0 
> sol:=dsolve( {eq,ini} ,s(t)); 
g(m— A a tgm tepm g(m- pw)m 
sol = s(t) = 二 一 L 
k k k k 
>subs(m=239.46,w=0.2088,g=9.8,p=1035.7 1,k=0.6,s(t)=rhs(sol)); 
s(t) =151256.7513ef( 00505637685) L 378.99461671—151256.7513 

> eql:=m*diff(v(t),t)=m*g-p*g*w-k*v(t); 


O 
eql:= "|Z o) = mg — pgw — kv(t) 


> so2:=dsolve( {eq1,v(0)=0},v(t)); 
| 
oeoa lL 1 e nem a 
k k k 
>subs(m=239.46,w=0.2088,g=9.8,p=1035.71,k=0.6,v(t)=rhs(so2)); 
v(t) = -378.9946167e0 0025067650 1 378.9946167 
>solv(151256.7513*exp(-.2505637685e-2*t)+378.9946167*t-151256.7513=90,t); 
soly(151256.7513e 067859 +378.9946167! —151256.7513 =90,t ) 


方程 的 根 已 经 不 能 直接 由 命令 求 出 来 了 , 下面 我 们 通过 作出 函数 s(O) 的 图 像 来 大 致 估计 


s(t)=90 的 根 ， 函 数 图 像 如 图 5.6 所 示 。 


>v(t):=t->-378.9946167*exp(-.2505637685e-2*t)+378.9946167: 
v(t) = t > —378.9946167e( 9250567685) + 378.9946167 
>plot(151256.7513*exp(-.2505637685e-2*t)+378.9946167*t-151256.7513-90,t=0..20); 


图 5.6 HAE 


即 s()=90 的 根 为 ts 13.8 
> v(t)(13.8); 


了 


.12.8808215 
即 贺 桶 沉 到 海底 时 的 速度 二 12.88>12.2， 仍 然 不 安全 。 
继续 改变 圆 桶 体积 ， 令 w=0.2128m 。 
> eq:=m*diff(s(t),t$2)=m*g-p*g*w-k*diff(s(t),t); 
eq = "|= o) = mg — pgw- (20) 
> ini:=s(0)=0,D(s)(0)=0; 
ini := s(0) = 0, D(s)(0) = 0 

> sol:=dsolve( {eq,ini},s(t)); 

kt 

sol := s(t) = S pme pume 5 + = = = s — 
>subs(m=239.46,w=0.2128,g=9.8,p=1035.71,k=0.6,s(t)=rhs(sol)); 
s(t) = 124251.0963e 0025067665) +311.3282301 —124251.0963 

> eql:=m*diff(v(t),t)=m*g-p*g*w-k*v(t); 


eql := „(2 o) =mg — pgw — kv(t) 


> so2:=dsolve( {eq1,v(0)=0},v(t)); 


日 
so2 = v(t) = Cm tpewe T x gw)e + 一 x 2 


>subs(m=239.46,w=0.2128,g=9.8,p=1035.71,k=0.6,v(t)=rhs(so2)); 
v(t) = —311.3282301ef( 2505676850 311 3282301 
>solv(124251.0963*exp(-.2505637685e-2*t)+311.3282301*t-124251.0963=90,t); 
solv(124251.0963e(0%25066760 +311.3282301 —124251.0963 = 90,t 
仍然 没有 求 出 根 ， 还 是 通过 作 图 像 估计 根 ， 函 数 s(D 图 像 如 图 5.7 所 示 。 


图 5.7 函数 图 


a= [YT[F[ Ly... l _lll JJ l l 
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>v(t):=t->-311.3282301*exp(-.2505637685e-2*t)+311.3282301; 


v(() = t — —311.3282301eC 00505637685) + 311.3282301 
>plot(124251.0963*exp(-.2505637685e-2*t)+311.3282301*t-124251.0963-90,t=0..20); 
> v(t)(15.2); 
11.634969 
即 圆 桶 沉 到 海底 时 y=11.634969 m/s<12.2 mAs。 因 此 当 圆 桶 体积 w=0.2128m*， 其 他 条 件 
不 变 时 ， 圆 桶 沉 到 海底 而 不 至 于 破裂 。 


4] 


m 五 


1. 求 下 列 微 分 方程 的 通 解 : 
(1) (1+x°) y'=arctan x; 
(2) @+xy)dy=(1+y)dx; 
(3) yy -e™™ =0; 
(4) sin x dy=2y cos x dx; 
(5) @+1)y'+1=2e?; 


(6) y=}+ tan”, 
x x 


2. 求 下 列 一 阶 线性 微分 方程 的 通 解 : 
(1) y'-2xy =e ” cos x: 
D Wp: 
(3) xy+y=e*"; 
(4) G2-l)y+2xy-cos x=0; 
(5) (@+y)dy=ydx; 
(6) (1+2)y -2xy=(1+X2), 
3. 求 下 列 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 : 
(l) yxy=b(l-xy) yla =l; 
(2) ydx=(x-1)dy, y|, =l; 


(3) 2y-2xy= e * cos x, y| -o 10; 


(4) (1) E dx= 2e, x =0. 


t=1 
4. 求 下 列 可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 的 通 解 
(1) y = 1nx: 
(2) y +ytan x =sin2 x; 
(3) y(l+e) +y =0; 
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(4) (1-2) y —xy =0。 

求 下 列 二 阶 线性 微分 方程 的 通 解 ， 
(1) y-9y=0; 

(2) y-4y=0; 

(3) 3y -2y-8y=0; 

(4) 4y -8y +5y =0; 

(5) y +6y +13y =0; 

(6) y-2y+y =0。 

求 下 列 二 阶 线性 微分 方程 的 通 解 ; 
(1) 2y+5y+4y= 32+1; 

(2) y-+3y=(32+1)e?%; 

(3) 2y"+y -y=4e; 

(4) y -2y +5y = er sinx。 

求 下 列 微分 方程 的 特 解 ， 

(1) y -4y +3y =0 ylz-; y=6,y|*°=10; 
(2) y +4y=0,y|,0=2,, y|=%=6. 


第 6 章 向 量 代数 与 空间 解析 几何 


处 理 空间 几何 的 Maple 命令 都 包含 在 软件 包 geom3d 中 ， 在 使 用 Maple 讨论 空间 几何 
问题 之 前 ， 首 先 要 用 加 载 命 令 with(geom3d)。Maple 软件 能 够 识别 诸如 空间 点 (point)、 空 间 
线段 (segment)、 空 间 有 向 线段 (directed segmenb、 空 间 直线 (line)、 平 面 (plane)、 球 (sphere) 
和 多 面体 (polyhedra) 等 空间 几何 图 形 。 


实验 一 “空间 点 、 线 、 面 的 建立 


问题 : 

我 们 生活 的 三 维 空 间 存 在 着 大 量 的 空间 几何 问题 ， 解 决 这 些 问题 与 解决 平面 解析 几何 
问题 思想 一 样 ， 建 立 空间 点 与 三 元 有 序 实 数组 、 空 间 图 形 与 代数 方程 之 间 的 对 应 关系 ， 并 
运用 代数 的 方法 解决 空间 几何 问题 。 

实验 目的 : 

学 会 用 Maple 的 有 关 命 令 建 立 空间 点 、 空 间 线段 、 空 间 直 线 、 空 间 平 面 ， 并 能 熟练 运 


实验 准备 : 

熟悉 空间 点 与 三 元 有 序 实数 组 的 对 应 ， 空 间 直 线 的 确定 方式 有 : 过 两 点 、 过 已 知 点 且 
已 知 直线 的 方向 向 量 、 过 已 知 点 且 垂 直 已 知 平面 ， 平 面 的 确定 方式 有 :， 过 不 共 线 的 三 点 、 
过 已 知 点 和 平面 的 法 向 量 、 过 两 条 相互 平行 或 相交 的 直线 。 


Maple 中 的 有 关 命 令 : 

point(A,a,b,c): 建立 空间 点 4(a,b,c); 

segment(seg,A,B): 定义 线段 AB; 

segment(seg,[A,B]): 定义 线段 AB: 

line(L,[A,B]): 定义 过 4、B 两 点 的 直线 L; 
line(L,[A,v]): 定义 过 点 4， 方向 向 量 为 的 直线 工 ; 
line(L,[A,p]): 定义 过 4 点 垂直 于 平面 p 的 直线 L; 
line(L,[p1,p2]): 定义 平面 pl1 5 p2 相交 的 直线 L; 
line(L,[al+b1*t,a2+b2*t,a3+b3*t],t): ”: ” 求 直 线 工 的 参数 方程 ; 

plane(p,[A,B,C]): 定义 过 4、B、C 三 点 的 平面 p; 
plane(p,[A,v]): 定义 过 4 点 ， 以 向 量 v 为 法 线 的 平面 p: 
plane(p,[L1,L2]): 过 平行 或 相交 的 直线 L 与 L2 的 平面 p; 


plane(p,[A,L1,L2]): 过 4 点 且 平 行 于 直线 L1 与 L2 的 平面 p; 


plane(p,eqn,n): 求 平面 p 


的 方程 eqn，n 为 方程 中 的 参数 ; 


coordinates(A); 显示 点 4 的 坐标 ; 

Equation(L,'t'); 求 参数 为 “t” 的 直线 工 的 参数 方程 ; 
projection(B, A,p); 求 点 4 在 平面 2 内 的 射影 B. 

实验 演示 : 


1. 空间 点 的 建立 


例 1 空间 点 4 的 坐标 为 (ap,c)， 建 立 空间 点 4， 并 显示 其 坐标 。 


解 : 
> with(geom3d): 
Warning, the name polar has been redefined 
> point(A,a,b,c); 
A 
> coordinates(A); 
[a,b,c] 


2. 空间 线段 的 建立 
例 2 表示 以 4(0,0,0) 和 B(1,1,1) 为 端点 的 线段 AB. 
解 : 
> point(A,0,0,0),point(B, 1,1,1); 
A,B 
> segment(AB,[A,B]); 
AB 
3. 空间 直线 的 建立 
例 3 建立 过 空间 点 4(1，2，-3) 且 垂直 于 平面 p: 
点 在 平面 内 的 射影 点 B 的 坐标 。 
解 : 
> point(A,1,2,-3): 
> plane(p,3*x-5*y+4*z,[x,y,z]): 
> line(L,{A,p]); 


> Equation(L,'t'); 
[2 +3,5 — 5t,7 + 4t] 
> projection(B,A,p); 


3x-5y+4z=5 的 直线 方程 L， 并 求 4 
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> coordinates(B); 
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例 4 求 过 点 AG, 5, 730 B(1，-4，2) 的 直线 工 的 参数 方程 。 
解 : 
> point(A,2,5,7),point(B, 1,-4,2); 
A,B 
> line(l,[A,B]); 
l 
> Equation(l,t); 


[2 -t,5-9t,7 — 5t] 
例 5 求 平面 pl4x+4y-5z=12 与 平面 p2:8x+12y-13z=32 的 交 线 L[， 并 写 出 直线 的 参数 


方程 。 
解 : 
> L:='L': plane(pl „4*x+4*y-5 *z=] 2,[x,y,z]),plane(p2,8*x+ 1 2*y- 1 3*z=32,[x,y,z]); 
pl, p2 
> line(L,[p1,p2]); 
L 
> Equation(L,t); 
[1 + 81,2 + 12,161] 
.空间 平面 的 建立 


例 6 求 过 点 4A(2，-1，4)，B(-1，3，-2) 和 C(0，2，3) 的 平面 p， 并 用 方程 表示 。 
解 : 
> point(A,2,-1,4),point(B,-1,3,-2),point(C,0,2,3); 
A,B,C 
> plane(P,[A,B,C]); 


> Equation(P,[x,y,z]); 
—12+32x+12y-4z=0 
我 们 再 用 三 维 隐 函 数 图 像 作 图 命令 画 出 平面 图 形 ， 如 图 6.1 所 示 。 
>implicitplot3d(32*x+12*y-4*z=12,x=-2..2,y=-4..4,z=-3..3 ,grid=[12,12,12]); 
例 7 已 知 直线 工 1 是 平面 pl:x-y+4z=1 与 平面 p2:2x+y-3z=2 的 交 线 ，Z2 是 过 点 4(-3， 


12， 


2/3) 且 平行 于 向 量 (1,1/2,1/3) 的 直线 , 求 过 点 O(0,0,0), 且 平行 于 直线 L1 和 L2 的 平面 p 


的 方程 。 
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6.1 函数 平面 图 形 


解 : 
> P:='p':P1:='P1'"P2:='P2'"L1:='L1"L2:='L2': 
> plane(P 1,x-y+4*z=1,[x,y,z]):plane(P2,2*x+y-3*z=2,[x,y,z]): 


> line(L1,[P1,P2]): 

> line(L2,[point(A,-3,-12,-2/3),[1,1/2,1/3]]): 

> point(O,0,0,0): 

> plane(P,[O, 革 1,L2]): 

> Equation(P,[x,y,z]); 
13 10 23 
一 x+ 一》 一 一 2Z=0 
6 3 2 


实验 二 ”空间 点 线 面 的 位 置 关系 


问题 : 

我 们 在 实验 一 中 学 会 了 建立 三 维 空间 的 基本 对 象 ， 除 此 之 外 ， 还 应 学 会 判断 它们 之 间 
的 位 置 关 系 以 及 会 学 求 它 们 之 间 的 距离 和 夹 角 ， 我 们 在 这 个 实验 中 讨论 这 些 问 题 。 

实验 目的 : f | 

学 会 运用 Maple 的 有 关 命 令 判断 空间 点 是 否 在 给 定 的 空间 直线 和 空间 平面 上 ;， 判断 两 
空间 直线 间 的 位 置 关系 ; 判断 直线 与 平面 的 位 置 关 系 ; 掌握 两 点 间 的 距离 、 点 到 线 的 距离 、 
点 到 面 的 距离 、 线 到 线 的 距离 、 线 到 面 的 距离 、 面 到 面 的 距离 的 计算 方法 以 及 两 线 间 的 夹 
角 、 两 面 间 的 夹 角 和 和 线 与 面 的 夹 角 的 计算 方法 。 

实验 准备 : 

Maple 中 的 有 关 命令 ， 如 表 6.1 所 示 。 

表 6.1 Maple 中 的 有 关 命 令 


命 令 ! 说 B 
AreCoplanar(A;B,C,D): BJ 2 E] A. B. G. D 是否 共 面 


AreCoplanar(L1,L2): 判断 空间 直线 L1、L2 是 否 共 面 


ll 
续 表 

命 令 说 BH 

IsOnObject 判断 点 是 否 在 空间 直线 、 平 面 或 球体 上 

AreParallel 判断 空间 几何 对 象 是 否 平 行 ， 几何 对 象 包括 直线 与 直线 、 平 
面 与 平面 、 直 线 与 平面 

Distance 计算 空间 几何 对 象 间 的 距离 ， 几 何 对 象 可 以 是 点 与 点 、 直 线 
与 直线 、 平 面 与 平面 、 点 与 直线 、 点 与 平面 、 直 线 与 平面 

ArePerpendicular 判断 空间 几何 对 象 是 否 垂直 ， 儿 何 对 象 包 括 直线 与 直线 、 平 
面 与 平面 、 直 线 与 平面 

Parallei(w,u,v) | DIE u, PIF v 的 几何 对 象 w 

Detail(p) 显示 几何 对 象 p 的 详细 情况 

FindAngle 计算 空间 几何 对 象 间 的 夹 角 ， 几 何 对 象 可 以 是 直线 与 直线 、 
平面 与 平面 、 直 线 与 平面 

实验 演示 : 


1. 计算 空间 两 点 、 点 到 平面 、 点 到 直线 、 直 线 到 直线 、 直 线 到 平面 间 的 距离 
例 1 求 点 A(a,b,c) 与 点 BCxy,z) 之 间 的 距离 。 
解 ， ' 
> with(geom3d): 
Warning, the name polar has been redefined 
> point(A,a,b,c),point(B,x,y,2); 
A,B 
> distance(A,B); 


Je —2xa+ a? +y’ —2yb+ b? +z’ — 2zc +c? 
例 2 已 知 参数 方程 为 (2+463+4,4+27), 求 原点 到 直线 的 距离 。 
解 : 
> line(L,[2+t,3+t,4+2*t],t); 


L 
> point(o0,0,0,0); 
o 
> distance(o,L); | f 
例 3 求 点 4(1，-1，2) 到 平面 2x+y-2z+1=0 的 距离 。 


解 


> A:='A"'; 


> point(A,1,-1,2); 


A 
> plane(P,2*x+y-2*z+]1=0,[x,y,z]); 

P 
> distance(A,P); 

2 

3 


例 4 已 知 直线 L1 为 平面 x-y+2z-1=0 与 平面 2x+y+z+5=0 的 交 线 ,，Z2 为 过 点 A(1, -5, 
6)，B(3，-2，-7) 的 直线 ， 判 断 直 线 L1 与 Z2 是 否 共 面 ， 并 求 它 们 之 间 的 距离 。 
解 : 


> A:='A'; 
A=A 
> B:='B'; 
B= B 
> plane(p1,x-y+2*z-1=0,[x,y,z}); 
pl 
> plane(p2,2*x+y+z+5=0,[x,y,z]); 
p2 
> line(L1,[p1,p2]); 
L1 
> point(A,1,-5,6),point(B,3,-2,-7); 
I A, B 
> line(L2,[A,B]); 
L2 
> AreCoplanar(L1,L2); 
false 
> distance(L1,L2); 
19 
一 一 V402 
201 


2. 计算 平面 与 平面 、 直 线 与 直线 、 直 线 与 平面 之 间 的 夹 角 
例 5 求 平面 x-y+2z-1=0 与 平面 2x+y+z+5=0 的 夹 角 。 

解 : 

>> pl:='pl’; 


Sa TT OE 


pl:= pl 
> p2:='p2'; 
p2: = p2 
> plane(p1,x-y+2*z-1=0,[x,y,z]); 
pl 
> plane(p2,2*x+y+z+5=0,[x.y,z]); 
p2 
> FindAngle(p1,p2); 
1 
y 
例 6 求 平面 2x-y+z=9 与 平面 x+y+2z=10 的 夹 角 。 
解 : 
> pl:='pl'; 
pl:= pl 
> p2:='p2'; 
p2: = p2 
> plane(p1,2*x-y+2*z=9,[x,y,z]); 
pl 
> plane(p2,x+y+2*z-10,[x,y,z]); 
p2 
> FindAngle(p1,p2); 
areco = V6 J 
18 


例 7 EAL 为 平面 x-y+2z-1=0 与 平面 2x+y+z+5=0 的 交 线 ，Z2 为 过 点 4(1，-5, 6), 
B(3，-2，-7) 的 直线 ， 判 断 直 线 L1 与 22 是 否 共 面 ， 并 求 它们 之 间 的 夹 角 。( 异 面 直线 的 夹 


角 ) 
解 : 
> A:='A';B:='B';11:=11;12:=12;p1l:=p1;p2:=p2; 
A:=4 
B:=B 
N= 
12: =12 


pl:= pl 


p2: = p2 


> plane(pl,x-y+2*z-1=0,[x,y,z]); 


pl 
> plane(p2,2*x+y+z+5=0,[x,y,z]|); 
p2 
> line(11,[p1,p2); 
n 
> point(A,1,-5,6),point(B,3,-2,-7); 
A,B 
> line(l2,[A,B]); 
l2 
> FindAngle(11,12); 
arco 2 V3V182 J 


例 8 求 直 线 工 ， (3r2,-2,-4r-3)Ej3ETI] 3x-2y+7z=8 HRH. 
解 : 
> L:='L';P:='P';line(L,[3*t+2,t-2,-4*t+3],t); 


L= L 
PP 
L 
> plane(P,3*x-2*y+7*z=8,[x,y,z]); 
P 
> FindAngle(L,P); 
— arcsin < V403 
806 


3. 点 、 线 、 面 的 位 置 关系 


例 9 判断 直线 Ll: (243,744,3) FH pl: 4x-2y-2z=3 是 否 垂直 或 平行 ， 若 平行 
则 求 出 它们 之 闻 的 距离 ， 不 平行 也 不 垂直 时 ， 求 出 它们 的 夹 角 。 


解 : 

> with(geom3d): 

Warning, the name polar has been redefined 
> line(11,[-3-2*t,-4-7*t,3*t],t); 


> plane(pl,4*x-2*y-2*z=3,[x,y,z]); 


— 


第 6 章 向 量 代数 与 空间 解析 几何 ER 
pl 
> ArePerpendicular(11,p1); 
false 
> AreParallel(11,p1); 
true 
> distance(11,p1); 
7 
— V6 
12 v6 


例 10 判断 下 列 直 线 与 平面 是 否 垂直 或 平行 ， 如 果 平 行 求 它们 之 间 的 距离 ， 如 果 不 平 
行 也 不 垂直 时 ， 求 它们 之 间 的 夹 角 。 


(1) L2: (3t,-2t,7t) p2: 3x-2y-7z=8 
(2) L3: (34+2,t-2,-4t+3) p3: xtytz=3 
解 : 
> line(12,[3*T,-2*t,7*t],t),line(13,[3*t+2,t-2,-4*t+3],t); 
12,13 
> plane(p1,3*x-2*y+7*z=8,[x,y,z]),plane(p2,x+y+z=3,[x,y,z]); 
p2, p3 

> ArePerpendicular(12,p1),ArePerpendicular(13,p2); 

false, false 
> AreParallel(12,p1),AreParallel(13,p2); 

false, true 
> FindAngle(12,p1); 

arcsin 二 V3286 J 
>distance(13,p3); 
0 


它们 之 间 的 距离 为 0， 说 明 直 线 L3 在 平面 p3 Eo 

4. 空间 平行 关系 的 建立 | 

parallel(w,u,v) 用 于 创建 过 w, 平行 于 v 的 几何 对 和 象 w。 它 的 功能 很 强大 ， 如 果 w 是 固定 
A, v 是 一 直线 或 平面 ，w 就 是 通过 w 与 平行 的 直线 或 平面 ， 如 果 * 与 都 是 直线 ，w 就 
是 通过 u 与 "平行 的 平面 。 

例 11 已 知 点 4(0，0，0)，B(1，0，0)，C(0，1，0)，D(0，0，1) 和 平面 p: xty+z=1， 
求 (1) 过 点 4 且 平 行 于 的 平面 pl; (2) 过 直线 AB 且 平 行 于 直线 CD 的 平面 P2; (3) 过 点 DD 
是 平行 于 直线 AB 的 平面 工 。 

解 : 


lu =. 二 


> point(A,0,0,0),point(B,1,0,0),point(C,0,1,0),point(D,0,0,1); 


A,B,C,D 
> plane(p,x+y+z=1,[x,y,z]),line(AB,[A,B]),line(CD.[C,D); 
p, AB,CD 
> parallel(p1,A,p); 
pl 
> detail(p1); 
name of the object: p1 
form of the object: plane3d 
equation of the plane : x + y + z = 0 
> parallel(p2,AB,CD); 
p2 
> detail(p2); 
name of the object: p2 
form of the object: plane3d 
equation of the plane :—y — z = 0 
> parallel(L,D,AB); 
L 
> detail(L); 


name of the object: L 
form of the object: plane3d 
equation of the plane:[_x=_t,_y=0,_z=l1] 


实验 三 向 量 代 数 


问题 : 

向 量 是 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 ， 也 叫做 矢量 。 它 的 引入 形成 了 向 量 空间 的 概念 。 向 量 
作为 一 个 数学 量 可 以 进行 某 些 代数 运算 ， 如 计算 它 的 模 、 两 向 量 的 夹 角 、 向 量 的 点 积 (数量 
积 ) 和 又 积 (向 量 积 ) 等 。 在 物理 学 中 我 们 常 遇 到 两 个 或 多 个 方向 不 同 的 量 求 和 或 者 求 乘积 的 
问题 ， 向 量 代数 的 引入 为 解决 这 些 问 题 提 供 了 有 效 的 方法 。 

实验 目的 : 

学 会 运用 Maple 软件 计算 向 量 的 大 小 、 两 向 量 的 夹 角 、 两 个 向 量 的 点 积 (数量 积 ) 和 叉 
积 (向 量 积 ) 等 。 


| —..... . .....`:...... 


实验 准备 : 
熟练 掌握 向 量 的 概念 和 向 量 模 的 概念 ， 了 解 向 量 的 夹 角 的 概念 和 向 量 的 点 积 (数量 积 )、 
叉 积 (向 量 积 ) 的 意义 。 


Maple 中 的 有 关 命 令 ， 如 表 6.2 所 示 。 
表 6.2 Maple 中 的 命令 


命 令 说 阴 
with(LinearAlgebra): 加 载 向 量 代数 的 工具 包 
Vector[row](n,[a1,a2,...,an]): EX n 维 行 向 量 ， 其 中 可 省 略 
Vector[column](n,[a1,a2,...,an]): EX n EzE, HP n u 48 88 
Vectdim(V): I 计算 向 量 V 的 维 数 
Norm(v,2): 计算 向 量 V 的 模 (大 小 ) 
VectorAngle(vl,v2): 计算 向 量 V1 与 V2 的 夹 角 
DotProduct(v1,v2): 计算 向 量 V1 与 V2 的 点 积 (数量 积 
CrossProduct(v1,v2): 计算 向 量 VI 与 V2 的 叉 积 (向 量 积 ) 
VectorAdd: 向 量 求 和 
with(linag]): 加 载 向 量 代数 的 工具 包 ， 功 能 与 with(LinearAlgebra) 相 同 ， 只 
是 命令 的 开头 字母 不 需要 大 写 

实验 演示 : 

例 1 设 向 量 a={3,0,-3},p={-2,1,4}， 求 atb 及 |atb|。 

f: 

> with(LinearAlgebra): 

> a:=Vector[row]([3,0,-3]); 

a :=[3,0,—3] 
> b:=Vector[row]([-2,1,4]); 
b :=[-2,1,4] 
> VectorAdd(a,b); 
[1,1,1] 
> Norm(VectorAdd(a,b),2); 
V3 

例 2 E4 a={-2,1,1},b={1,71,72} K a 5b 的 数量 积 、 向 量 积 和 来 角 。 

解 : 

>with(linagl): 


> a:=vector[row]([-2,1,1]); 


a :=[-2,1,1] 
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> b:=vector[row}([1,-1,-2þ; 


b :=[1,-1,-21 
> dotprod(a,b); 
_5 
> crossprod(a,b); 
[-1,-3,1] 
> angle(a,b); 
Ü 
z — arccos| — 
6 
实验 四 ”等 位 基因 的 “距离 ” 
问题 : 


向 量 是 数学 中 重要 的 概念 之 一 ， 我 们 在 数学 课 上 已 经 看 到 利用 向 量 的 有 关 知 识 ， 能 有 
效 地 解决 数学 、 物 理学 科 中 的 很 多 实际 问题 。 其 实 只 要 我 们 灵活 运用 向 量 的 概念 ， 也 可 以 
很 方便 地 解决 其 他 学 科 中 的 问题 。 在 这 个 实验 中 ,我 们 利用 向 量 数量 积 的 概念 求解 生物 学 
中 的 等 位 基因 的 “距离 ”问题 。 


实验 目的 ; 

了 解 向 量 在 生物 科学 实验 中 的 实际 应 用 。 

实验 准备 : 

回忆 等 位 基因 的 概念 ， 在 一 对 同 源 染 色 体 的 同一 位 置 上 、 控 制 着 相对 性 状 的 基因 ， 叫 
作 等 位 基因 ;: 

熟悉 向 量 数 乘 的 概念 及 运算 。 

实验 演示 : 


B|: 在 控制 高 梁 产 量 的 染色 体 中 ， 对 各 种 品种 的 基因 的 频率 进行 了 研究 。 如 果 我 们 把 
3 种 等 位 基因 x,y,z 区 别 开 来 ， 有 人 报告 了 如 下 的 相对 频率 ， 如 表 6.3 所 示 ， 问 3 个 品种 之 


间接 近 的 程度 如 何 ? 
表 6.3 相对 频率 数 
基 因 高 粱 1 B, fi 高 梁 2 E, fa 高 梁 3 =, f 
X 0.24 0.35 0.22 
y 0.50 0.47 0.18 
z 0.26 0.18 0.60 


总 计 1.00 1.00 1.00 


RY Saat dt 22 


解 : 求 品种 之 间接 近 的 程度 , 换 句 话说 就 是 找 一 个 表示 基因 之 间 “ 距 离 ”的 合适 度量 。 
考虑 利用 向 量 代数 的 方法 。 我 们 用 单位 向 量 来 表示 一 个 品种 。 取 每 一 品种 相对 频率 的 
PHR, WH xuy fa 。 由 于 对 这 3 个 品种 的 每 一 种 有 》 fa =1(k=1.2,3)， 所 以 我 们 得 到 


3 
S xu? =1， 这 就 意味 着 下 列 3 个 向 量 : 


QI 一 (CUI213)，G2=(X2UX22y23)， as=(x31X32X33) 的 每 一 个 向 量 都 是 单位 向 量 ， Bp ja, |=1; 
k=1,2,3。 
在 三 维 空间 中 , 这 些 向 量 的 终点 都 落 在 半径 为 1 的 球面 上 。 用 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 9 来 
表示 两 个 对 应 的 群体 间 的 “距离 ”是 合理 的 ， 因 为 车 设 两 个 群体 间 在 大 圆 上 的 弧 长 为 7， 
则 :1=8 。 又 由 于 la| =le|=1， 由 数量 积 的 定义 得 ，cosg = a1.as ,代入 数据 可 得 : 
cos O =0.9909, 0 =0.1348。 


由 同样 的 方法 计算 每 两 个 单位 向 量 之 间 的 夹 角 ， 可 得 表 6.4。 由 表 6.4 可 以 看 出 品种 1 
与 品种 2 之 间 的 基因 “距离 最小， 而 品种 2 与 品种 3 之 间 的 基因 “距离 "最 大 。 


表 6.4 计算 向 量 间 的 夹 角 


9 品种 1 品种 2 品种 3 
品种 1 0 0.1348 0.3904 
品种 2 0.1348 0 0.4579 
品种 3 0.3904 0.4579 0 


向 量 的 数量 积 的 计算 在 实验 三 中 已 经 解决 ， 这 里 不 再 袭 述 。 


习 题 六 


1. 已 知 线段 两 端点 的 坐标 ， 建 立 下 列 线段 ， 并 求 出 过 下 列 两 点 的 参数 方程 : 
(1) A(1,-3,7) B(-2,7,-8); 
(2) C(2,0,-6) D(9,6,-4); 
(3) P(x,y,2)  Q(a,b,c); 
(4) Sa, R(-5,0,-5)。 
2. 求 过 点 4(1,2,-1) 且 垂直 于 平面 2x+5y-4z=10 的 直线 方程 , 并 求 4 点 在 平面 内 的 射 
Æ B 点 的 坐标 。 
己 知 两 平面 的 方程 分 别 为 x+4y=1 和 3x-4z = 7， 求 两 个 平面 的 交 线 方程 。 
已 知 某 平面 过 三 点 4(0,4,-5)、B(-1，-2，2)、C(4，2，1)， 求 该 平面 的 方程 。 
求 过 点 (CC2，，0) 且 法 向 量 为 n={1,-2,3} 的 平面 方程 。 
已 知 向 量 a={-3,6,7}，b={5,13,-9}， 求 a+b #la+b 的 模 。 
已 知 向 量 人 2,-7,5}， 姑 ,4,-2}， 求 向 量 x 和 v 的 向 量 积 、 数 量 积 和 来 角 。 
求 平面 2x-ytz=9 与 x+y+2z=10 的 夹 角 。 


ee tw Sa: SS 
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9. 
10. 


11. 


求 点 M(1，2，1) 到 平面 x+2y+2z-10=0 的 距离 。 


数学 实验 基础 


已 知 三 棱锥 底面 的 3 个 顶点 坐标 为 (3,5,3)、(-2,11,-5) 和 (1,~1,4), 顶点 坐标 为 (0,6,4)， 
求 该 三 棱锥 的 高 。 

试 确定 下 列 各 组 中 直线 与 平面 的 位 置 关系 : 

(1) (x+3)/(-2)=(y+4)/(-7)=z/3 和 4x-2y-2z=3; 

(2) x/3=y/(-2)=z/7 和 3x-2y+7z=8; 

(3) (x-2)3=y+2=(z-3)(-4)#1 x+y+z=3, 


. 求 直 线 2(x-3)=y-4=z-5 与 平面 x+y+z=2 的 夹 角 ， 并 求 交 点 到 点 P(3，4，5) 的 距离 。 
， 已 知 直 线 工 是 两 平面 x+2y-z-6=0 和 2x-y+z+1=0 的 交 线 ， 求 它 与 平面 xtytz=9 的 


交点 和 夹 角 。 


， 判 定 下 列 两 直线 的 位 置 关 系 。 


(1) Li: [-4+t, 3-2t, 2+34]， L2: [-3+21, 1-41， 5+6t]; 
2) Ll; [-ll+r, -1, -1], L2: [-1+2t, 1-5 -8+60. 


， 求 异 面 直线 [1+27，2+37，3+47] 和 [2+37，4+47，5S+57] 的 夹 角 和 距离 。 
. 用 三 维 隐 函 数 作 图 命令 作出 下 列 曲 面 的 图 形 : 


(1) x+y +z =9; 
xX 2 

2) ——+—=1; 

(2) 4 


(3) y°-z=0; 
(4) z==2-, 


第 7 章 多 元 函数 的 微 积 分 


实验 一 ”二 元 函数 的 微分 


问题 : 

多 元 复合 函数 的 高 阶 偏 导 数 、 极 值 在 实际 问题 中 有 广泛 的 应 用 ， 但 笔算 方法 繁琐 且 耗 
时 、 费 力 ， 所 以 应 用 Mathcad 进行 有 关 计 算 ， 对 进一步 提高 多 元 函数 微分 的 计算 能 力 具 有 
重要 的 现实 意义 。 

实验 目的 : 

1. 本 实验 通过 Mathcad 工作 页 面 上 的 工具 栏 执行 菜单 命令 “View\Toolbars\Math” 得 


dy if d 
到 模板 ,点击 该 模板 上 微 积分 运算 板 的 图 标 “| ”, 利用 上 面 的 按钮 <c ， 2 了， gi 


d! 

nm ”学 会 求 二 元 函数 的 极限 ， 学 会 求 二 元 函数 、 二 元 复合 函数 、 二 元 隐 函 数 的 一 阶 ， 
高 阶 偏 导数 ， 学 会 作 二 元 函数 的 图 像 。 我 们 称 由 “View\Toolbars\Math” 路 径 得 到 的 模板 为 
数学 工具 板 。 

2. 学 会 利用 二 元 函数 的 驻 点 及 二 元 函数 的 图 像 简化 求 极 值 的 运算 。 

实验 准备 : 

l. 理解 二 元 函数 的 极限 、 偏 导数 、 驻 点 、 极 值 、 条 件 极 值 、 最 值 的 概念 及 相应 的 计 
算 方法 ; 

2. 熟悉 微 积 分 运算 板 和 符号 运算 工具 板 上 各 个 按钮 的 功能 ; 

3. 在 第 4 章 实验 三 的 基础 上 ， 以 本 实验 例 1 为 例 ， 继 续 体会 Mathcad 中 键盘 "="， 数 
学 工具 板 下 的 符号 运算 工具 板 (Symbolic) 中 的 “一 ”， 以 及 赋值 符号 “:=” 的 输入 
方法 及 功能 ; 

4. 求 一 元 方程 符号 解 的 两 种 方法 : 

(1) 执行 菜单 命令 “Symbolics\Variable\Solve”; 
(2) 单 击 符号 运算 板 上 的 关键 字 按 钮 “solve”。 


s 


实验 演示 : 

例 1 RORA: im. 
za X + y 
yb 


解 : 


eR u S usss 


lim lim LD 一 -o 
x y> X° + y (a +b°) 


上 式 的 操作 ， 打 开 数学 工具 板 上 的 微 积分 运算 板 (Calculus)， 单 击 按钮 “ m t”, 


a 
在 极限 号 下 面 的 两 个 占 位 符 处 输入 x 和 a; 在 极限 号 后 面 的 占 位 符 处 输入 ty: 敲 空 格 键 让 
蓝 色 编辑 线 包 住 xty，x? + y*; 再 让 蓝 色 编辑 线 包 住 输 好 了 的 分 式 ， 再 敲 空 格 键 让 蓝 色 编 
辑 线 包 住 前 面 输 好 的 所 有 公式 ， 单 击 Symboli 运算 板 下 的 “一 ”， 这 时 就 出 现 上 式 右边 的 
运算 结果 了 。 
tae imo aa 


2 AS) 2 
一 0 
mx +y a +b 


例 2 ROTERER lim 


x+y +1- 


解 : 
Z 2 
limlim +y 2 
x—0 y—0 x’ +y +1-1 
2 2 
也 就 是 : ine 2 Oy —. Z z 
Vx +y? +1-1 
A —2 ,x+y 0., 
例 3 讨论 二 元 函数 f(x,y) = x° + y2 当 (x,y) — (0,0) 时 的 极限 。 
0 š x’ +y’ =0 

解 ， 当 (x, y) 沿 x 轴 趋 向 于 (0,0) 时 ， 有 : 

; I x-0 

lim f(x,y) EE lim /(x,0) = SERT =0 ; 


y=0 


当 (xy) 沿 直线 y = klk = 0) 趋向 于 (0,0) 时 ， 有 : 
lim f(x, y) = lim f(x) = lim 7 =— 
“241 *>9 0 X +k’x? 1+k 


因此 lim/f(% 力 不 存在 。 这 个 函数 在 点 (0,0) 是 什么 样 的 状态 昵 ?为 什么 lim f(x, y) 不 存 


+0 


在 ?在 Mathcad 中 作出 其 函数 图 象 像 (图 7.1), 对 上 述 极限 状态 就 有 一 个 比较 清晰 的 认识 了 。 
Mathcad 二 元 函数 作 图 步骤 : 
@ 定义 函数 : f(x,y):= ; (1) 
x +y 
© 定义 自 变 量 取 值 范围 : x° +y? = 0 (2) 


© ” 按 路 径 “ViewAToolbars\Math\Graph” 打 开 作 图 工具 板 ， 单 击 曲面 图 标 ， 这 时 出 现 
了 一 个 三 维 作 图 框 ， 就 可 以 作 三 维 函 数 图 像 了 ; 

© 在 作 图 框 左下 角 占 位 符 处 输入 f, 在 图 形 框 外 单 击 鼠标 左 键 就 出 现 曲面 图 形 了 ， 如 
7.1 所 示 。 

例 4 求 函 数 fxy)= x +3x”.y+y 的 偏 导 数 。 
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解 : 
在 Mathcad 中 求 二 元 函数 的 偏 导数 仍 用 符号 “17” 。 


图 7.1 函数 曲面 图 形 


先 定义 函数 : 
f(x, y) =x? +3xy +y" 


通过 运算 板 上 的 图 标 “ 一 !” 和 “一 ” 作 如 下 计算 ， 


3 


T fy) 2x+ 63 ESED Ay 
我 们 分 别 得 到 : 
人 人 
a yA 3x +4y 
例 5 R =e" HMRS 
解 : 


2 
Len — 2- y exp(x y) + 4: x° y? -exp y) 


2 
de >) > x exp(x : y) 
dy 


Lien 2: x- exp(x? :y)+2: x). y exp(x? : y) 
dx dy 
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m 2 


ç 6z 6z 0’z Oz Oz 
46 z=x* 0, +1 > > EE 
例 R `o ’ ax? ð’ 6xD ° 


解 : z(x,y) =x” 
d y d 
—z(x, y) — x? 一 —z(x,y)—> x” -ln(x 
r (x,y) > yo y) (x) 
2 ea 2 
L z(x,y) — x” Bw a ay) ma) 


ne y) > x” 二 > no) 


例 7 已 知 三 元 函数 u(x,y,z) ==anctan (<)， 证 明 ， + 
y ó OO & 
@= 分 析 : 在 求 z 的 前 两 个 二 阶 偏 导数 时 ， 要 先 求 一 阶 偏 导数 ， 再 求 二 阶 偏 导数 ，& 对 z 
的 二 阶 偏 导 数 可 以 直接 去 求 。 由 于 在 Mathcad 中 直接 求 二 阶 偏 导数 ， 少 数 时 
候 会 出 错 ， 所 以 我 们 应 注意 验算 ， 对 前 面 的 运算 也 应 作 类 似 的 验算 。 请 读者 
自 己 完成 这 个 题 上 2 


例 8 求 二 元 复合 图 数 z(x, 旋 =e -sin (x+ y) 的 偏 导 数 。 
解 : 


z(x, y): e”? .sin(x + y) 
d 7 
FE z(x,y) — y: exp(x: y): sin(x + y) + exp(x: y): cos(x + y) 
d 2 
a zZ(x,y)— x: exp(x- y):sin(x+ y)+ exp(x: y): cos(x + y) 
y 


例 9 R TRAK sin (ey xy 的 导数 也 
解 : 设 函 数 FlxJ) 可 微 ， 忆 Coy)=0， 那 么 由 方程 F(x,y)=0 确定 的 一 个 可 导 函 数 y=y(x) 


的 导数 时 = 全 ， 
dx F 
先 在 Mathcad 中 定义 函数 : 


F(x,y) = sin(x + y)— x: y 


d 

—F(x,y)— c +y)- 

E (x, y) > cos(x + y) — y 
Me Ee a 
dy 


由 于 以 上 两 个 偏 导 数 连续 ， 从 而 hx,y) 可 微 ， 当 cos (x+y)-x 关 0 时 ， 得 
dy FF, _ _cos(x+ y)— y 


dx F cos(x+ y)— x 


—_ YUS T 7 2 Si 


RTTA U F BJ FOAN: 
RAR Faya, F', (x,y,z) 坏 0， 那么 由 方程 F(xy,z)=0 确定 的 二 元 函数 z=flxy) 
的 偏 导数 为 ; 


. 6 ë Oz 

= z 2 z -We 了 SE N 5 

例 10 设 -x +2y? +3z2=4, K s 
解 : 在 Mathcad rH E V ES p 28; 


F(x,y,2):=—x +2:y2 +3:22 -4 


CFG) > 2. x PTO) y E Fayz) 6z) 
也 就 是 : F' =-2x  F' =4y ' =6z 
B. P. 2 x G Lt A 
Ox F', 6z 3z Oy F', 6z 3z 


例 11 R ñxy)=Fx`- y +3- x +3.y2-9x 的 极 值 。 
解 : 先 在 Mathcad 中 定义 函数 


fy) =x? -y +3 x? +3.y2 -x 


i, 
dy dx 


,mm |352+6x—9=0 
求 方程 组 1 toe 的 解 。 
-3) +6y=0 


-3 
(3: x? +6-x-9=0)sohe,x >| l J 


0 
(—3:y2 + 6y = 0)solve, y > B 


得 驻 点 : (1.0). (1.2). C-3.0). (3,2). 

我 们 知道 这 4 个 点 是 可 能 的 极 值 点 ， 但 在 数学 上 需 按 二 元 函数 极 值 的 充分 条 件 进一步 
计算 才能 确定 极 值 点 ， 其 计算 量 往往 比较 大 。 就 算 求 出 了 极 值 点 ， 对 曲面 的 变化 形势 也 是 
比较 茫然 的 ， 而 作出 曲面 图 形 不 但 可 以 迅速 地 判断 出 函数 的 极 值 点 ， 求 出 函数 的 极 值 ， 而 
且 对 二 元 函数 的 性 质 有 一 个 比较 全 面 的 了 解 。 

系统 默认 的 图 形 显示 格式 下 二 元 函数 的 极 值 情况 不 明显 ， 如 图 72 所 示 。 编 辑 后 的 曲 
面 图 形 如 图 7.3 所 示 。Mathcad 与 Maple 的 三 维 图 形 都 可 以 通过 按 住 鼠 标 左 键 移 动 鼠 标 进 行 
任意 旋转 。 通 过 对 曲面 各 个 侧面 的 观察 ， 其 峰 项 、 谷 底 一 目 了 然 ， 结 合 得 到 的 4 个 驻 点 不 
难得 到 以 下 结论 : 

fxy) 有 极 小 值 R1,0)=-5， 极 大 值 -3,2)=31。 
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I 
x:=1 y:=0 at B (1) 
:=] 2 Minimize(f,x, 2 
x y inimize(f,x,y)= Í i Ga) (2) 
l 
x:=-3 y:=0 Minimize(f,x,y)= x. (3) 
:一 -3 :=2 Minimize(f,x, 4 
x y inimize(f,x,y)= | (4) 
所 以 得 极 小 值 : 人 1,0)=-5$ (5) 


这 时 Mathcad 计算 式 是 以 驻 点 为 初始 值 进行 迭代 ， 以 求 出 极 值 点 ， 这 里 后 3 个 点 不 是 
极 小 值 点 ， 给 出 的 是 极 小 值 点 的 近似 值 。 


再 求 极 大 值 点 : 

x=] y:=2 Maxinizelxy) | 2] (6) 
x:=-3 y:=0 Maximize (f.x.y)= Z, (7) 
x:=-3  y:=2 Maximize (f.x,y)= 的 (8) 
结合 图 像 ， 所 求 的 极 大 值 为 A(-3.2)=31 (9) 


我 们 也 可 以 在 Mathcad 中 找 一 些 点 遂 过 计算 ， 来 验证 已 求 出 的 极 小 值 点 和 极 大 值 点 的 
正确 性 。 另 外 以 上 (1D)~(9) 式 中 的 等 号 均 为 键盘 等 号 ， 都 具有 计算 作用 。 
在 Mathcad 2001 中 作曲 面 z=ftx,y) 的 操作 方法 如 下 : 


(1) 定义 二 元 函数 f(x): f(x,y)= x` =y? +3x2+3y2—9x; 

(2) 执行 菜单 命令 “Insert/Graph/Surface plot”, 或 点 击 图 形 工具 版 上 的 曲面 图 形 按钮 ， 
创建 一 个 三 维 图 形 区 域 ; 

(3) 在 弹出 的 图 形 框 中 左下 方 的 占 位 符 处 输入 

(4) 在 图 形 区 域内 左 击 鼠 标 ， 便 出 现 了 图 形 。 

HERR 7.2 进行 了 以 下 编辑 : 

(1) 编辑 外 观 
确定 曲面 外 观 颜色 : 鼠标 右 击 图 形 区 域 ， 在 弹出 的 菜单 上 点 击 “Format”， 弹 出 
“3-D Plot Format” 对 话 框 ， 点 击 其 中 的 外 观 标签 卡 “Appearance”， 按 路 径 “Fill 
Options/FillSurface/Colormap”， 就 可 在 其 中 确定 彩色 曲面 ， 确 定 曲 面 网 格 颜 色 : 
按 路 径 “LineOptions/Solid Color” 打 开 调 色 板 进行 选择 ， 以 下 图 形 网 格 均 选 择 了 
黄色 ; 

(2) 编辑 坐标 轴 
确定 x,y,z 的 取 值 范围 : 仍然 在 “3-D Plot Format "对话 框 中 , 点 击 “Axes/X-Axis/Axis 
Limits” 不 选 Auto Grid，Minimum -8，Maximum 5， 即 x 取 值 范围 为 [-8,5]， 类 似 
地 确定 yz 的 取 值 范围 ， 确 定 坐 标 轴 颜 色 : 点 击 “Axes/X-Axis/Axis Format” , # 
打开 “Axis Color” 左 边 的 调 色 板 进行 选择 ， 以 下 两 图 x 轴 均 选 为 红色 ， 确 定 坐 标 
轴 颜 色 是 为 了 便于 对 图 形 的 “ 数 形 ”进行 分 析 ; 确定 坐标 轴 类 型 ， 按 “3-D Plot 
Format/General/Axis Style/Perimeter”， 即 可 选择 坐标 轴 在 图 形 周边 。 

例 12 KAR f(x,y,z)=2x +y? +z? +2xy-2x—2y- 4z+ 4 HIRME. 

解 : 定义 函数 

f(x,y,z) = 2x° +y +2 +2xy—-2x—-2y—- 4z+4 


t fa, y,z) simplify — 4 - x+2 : y-2 
d Kanha 

T f(x,y,z) simplify — 2 » x+2 - y-2 
y 


2 f(x,y,z) simplify — 2 - z-4 
求 出 驻 点 ， 以 便 较 准确 地 给 出 Mathcad 中 要 求 极 值 的 函数 所 需要 的 初始 值 ， 解 如 下 方 


4x+2y=2 

程 组 : 42x+27=2 
2z=4 

4 2 0 2 

M:=|2 2 0 v= l 

0 0 2 4 
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x 
如 果 设 B= | y |， 则 下 面 解 线 性 方程 组 : M*B = v 
z 
0 
Isolve(M ,v) = | 1 (1) 
2 
得 如 下 驻 点 : x=0 y=] z=2 
0 
Maximize( f , x, y,z):=| 1 (2) 
2 
0 
Minimize( f ,x, y,z) =] 1 (3) 
2 


说 明 : 

d 这 里 (1)、(2)、(3) 式 中 的 等 号 都 是 键盘 等 号 ， 具 有 计算 作用 ; 

(2) 只 有 一 个 驻 点 的 时 候 ， 极 大 值 、 极 小 值 函 数 不 能 分 辨 出 该 驻 点 处 函数 取 极 大 还 是 
极 小 值 ， 这 时 只 需 计算 其 他 点 的 函数 值 ， 就 清楚 了 极 值 状况 。 例 如 /0.1.2) = -1， 
f(0,2,2)=0, 3.D =10 所 以 函数 有 极 小 值 ， /0,12) = -1 。 


实验 二 “二 元 函数 的 积 


问题 : 

在 科学 技术 中 往往 要 计算 与 多 元 函数 平面 及 空间 区 域 有 关 的 量 ， 如 立体 的 体积 ， 曲 面 
的 面积 ， 非 均匀 物体 的 质量 、 重 心 等 等 。 这 些 量 的 计算 ， 定 积分 一 般 难 以 解决 ， 因 此 需要 
把 定 积分 加 以 推广 。 当 被 积 函数 是 二 元 或 三 元 函数 ， 积 分 范围 是 平面 或 空间 区 域 时 ， 这 样 
的 积分 就 是 重 积 分 当 积 分 范围 是 曲线 弧 或 曲面 块 时 ， 就 是 曲线 积分 与 曲面 积分 。 

实验 目的 ， 

学 会 在 Mathcad 中 进行 二 重 积分 。 

实验 准备 : 

在 掌握 二 重 积 分 的 基本 概念 及 计算 的 基础 上 ， 理 解 在 Mathcad 中 按钮 “ 2 ”的 使 用 


方法 : 
(1) 按 路 径 “View/Toolbars/Math” 可 以 打开 数学 运算 板 “Math”， 点 击 图 标 打开 计算 


TTE 7555 s . PE hki 


b š 
Ë “Calculus” , 单 击 两 次 其 中 的 按钮 | ”， 我 们 就 得 到 二 重 积分 的 计算 工具 : 


f. 
| | r d dí” ; 
I 9 


(2) 仍然 在 上 述 数学 运算 板 “Math” 中 ， 点 击 其 中 学 位 帽 图 标 ， 打 开 符号 (Symbolic) 
运算 板 ， 其 中 的 按钮 “一 ”和 “1 ”及 “ simplify” 都 可 以 用 来 求 积分 的 符号 
解 ， 键 盘 等 号 键 可 以 求 积分 的 数值 近似 解 。 具 体 用 法 我 们 还 要 通过 做 练习 来 体会 。 

实验 演示 : 

例 1 计算 |fxydxdy， 其 中 妃 为 曲线 y=x*，y? =x 围 成 的 区 域 。 


解 : y(x):=x?，g(x)=Vx 
如 图 7.4 所 示 。 易 见 定义 域 为 D，0<x<1，x? <y<Vx， 在 Mathcad 中 计算 ， 得 : 


图 7.4 定义 域 


12 
例 2 计算 二 重 积分 ||(2x - ydxdy ， 其 中 忆 是 直线 天 L2x-y+3=0 和 x+y-3=0 围 成 的 


N zydi, 所 以 得 到 : [ea =: 


图 形 。 
解 : 先 定 义 函数 : y1(X):=1,y2(X):2x+3,y3(X):=-x+3， 再 画 出 积分 区 域 D， 如 图 7.5 所 示 。 


7.5 积分 区 域 D 


_ 数学 实验 基础 
y3(x) := —x+3 
所 以 积分 区 域 D 为 : 
1<y<3 
103 < x<3-y 


[ [ a (2x— y)dxdy simplify — -3 
即 所 求 积分 为 。 |f2x- dxdy =-3。 


例 3 计算 1= | [520 , RH D 是 由 直线 y=x 及 抛物 线 x= y2 所 转 成 的 区 域 


解 : 根据 被 积 函数 的 特点 ， 把 万 看 成 X- 型 区 域 ， 积 分 方 可 进行 : 
先 作出 D 的 图 形 : 

yl(x)=x  y2(x):= Vx 

0<y<1 


由 图 7.6, 职 分 区 域 为 : "| 2 
y Sx<y 


图 7.6 积分 区 域 D 


[ i f SO impo SO 
0 y? y 


例 4 计算 二 重 积分 ffe +y’dxdy, $P D= {(x,y)| x? +y? <1} 


解 : 区 域 D 如 图 7.7 所 示 ， 令 x=rcos0 , y=rsinb ， 则 DD 可 表示 为 : 


0<0 <27 
0<r<1 


在 Mathcad 中 进行 计算 : 


r fir-r dr dO simpli >in [Ne ry ey -3 


eh | 


y1(%) a y(x) en 


x 


图 7.7 积分 区 域 D 
2 ' VE 
例 $ 计算 : [ra ye ydy fdf yx? +y’ dy 
2 
解 : WI = [2 [e + aa 1,= j: [人 + yaya 
2 2 


把 以 上 两 个 积分 化 为 极 坐 标 形 式 : 
0<0<T 
4 


7 积分 区 域 为 4，4: 


osr se 0 


在 Mathcad 中 计算 1: 


T m m s 
n= r ADT n +1 


<0< 


° 
Ala 


L, 的 积分 区 域 化 为 万 ， 则 D: ， 如 图 7.8 所 示 。 


V2 


—sec 0 <r<1 
2 


”在 Mathcad 中 计算 7: 


1 1 
:drd0 > 一 二 2241 I 
[re -u C9 


> a s: 2 4 2 T 
所 以 人 [P raraos Ë fa, „ido >, 
m f> PE +y ey+ |a | = +y” dydx = 


实验 三 ”沙滩 座 椅 外 形 的 设计 


问题， 
非 线性 二 元 函数 的 图 形 给 人 以 曲面 的 形象 ， 二 元 函数 的 极 值 定量 地 给 出 了 曲面 的 峰 项 
和 谷底 ， 如 何 把 这 些 数学 知识 应 用 于 我 们 身边 的 生活 实际 ， 是 我 们 始终 应 该 关注 的 问题 
实验 目的 : 
了 解 通过 一 元 函数 极 值 的 特性 构建 所 需要 的 求 二 元 函数 极 值 的 方法 ， 进 一 步 学 习 
函数 、 二 元 函数 极 值 的 应 用 ， 初 步 了 解数 学 建 模 的 方法 。 


=, 


实验 准备 : 

熟悉 二 元 函数 驻 点 、 极 值 、 条 件 极 值 的 概念 ， 熟 练 掌握 利用 两 种 软件 作 一 元 函数 、 二 
元 函数 图 像 的 方法 。 

实验 演示 : 


1. 问题 的 提出 与 建立 模型 

本 题 是 一 个 二 元 函数 问题 我们 利用 座 椅 外 形 的 几 个 截面 图 形 构 造 其 -元 函数 ,再 由 此 
组 成 一 个 二 元 函数 ， 确 定 座 棒 的 外 形 。 

构造 二 元 函数 

我 们 熟悉 如 下 三 次 函数 的 图 像 ， 在 Mathcad 中 作出 其 图 形 : 

先 定义 函数 : xz) =3z -x (1) 

TORC 6r-3esobex—Í[* 


得 驻 点 x=0 和 x=2， 因 此 (2,4) 为 图 7.9 的 极 大 值 点 。 

我 们 用 抛物 线 z =3y? 描述 上 述 曲 线 ， 考 虑 y 的 取 值 范围 4< y<4， 在 Mathcad 中 作 
图 如 图 7.10 所 示 。 

先 定义 函数 ; z(y):= 3y2 : (2) 

这 样 可 以 设 座 椅 外 形 的 方程 为 ，z = by” +c 


z 26k rn E Ne = ==: 5 


fix) 


z(y) \ 200 
f 


-10 Ü 10 
y 
图 7.10 
为 了 与 (2) 的 曲率 一 致 ， 取 b=3， 由 (1) 中 极 大 值 点 (2,4) ,可 得 c=4， 于 是 曲线 可 以 写 为 : 
z=3y +4 


实际 上 z=c 是 抛物 线 顶 点 的 高 度 ， 而 这 个 高 度 用 (1) 式 代入 则 可 得 出 我 们 需要 的 函数 : 
z(x,y) = 3y2 +3x?2 — x 
这 就 是 座 椅 外 形 的 二 元 函数 ， 为 了 使 椅子 更 每 适 ， 我 们 取 边 界 为 (ez +y?)<16。 
用 它 来 作为 曲面 的 定义 域 ， 是 因为 一 般 计算 软件 默认 曲面 的 定义 域 为 矩形 ， 做 出 的 图 
形 出 现 尖顶 ， 取 圆 域 为 定义 域 ， 就 去 掉 了 尖顶 。 


求 极 值 和 最 值 

f(x,y) = 32 +3x — x° 定义 函数 ; 

= f(x,y) — 6x — 3x’ 求 对 x 的 一 阶 偏 导数 ; 

S fesysobe x >|? 求 f=0 的 根 ， x =0,x, =2; 
A RIT y 的 一 阶 偏 导 数 ; 


/00hey >0 求 /=0 的 根 ，y=0， 求 出 驻 点 M(0,0) , M20). 
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2 
L fG)>6-6x 4:=6-6x， 在 (0,0) 点 A=6; 
d/d 
Hiran)» B:=0; 
d? 
6 C:=6。 


因此 4C - B? =36>0 且 4>0， 所 以 大 在 M(0.0) 处 取 极 小 值 ， 极 小 值 点 为 0(0,0,0); 在 
N(2,0) 处 有 A= -6 , B=0, C=6, AC-B2 <0, 所 以 了 在 N(2,0) 处 不 取 极 值 ，N(2,0,4) 为 鞍点 (是 
驻 点 ， 但 不 是 极 值 点 )。 为 了 使 椅子 更 舒适 ， 我 们 取 边 界 为 ，x* +y* =16， 代 入 f(xwy) 得 : 

z=3x +316-x°)-x =48-x 4< x<4 

TA, x4 BF, z REAG, MUEI AE., z=112; 在 驻 点 00,0) E, z0; 在 驻 
点 N(2,0)E, z=4. wE, RAE S(-4,0) 处 取 最 大 值 ，z gx=112， 最 高 点 为 H(C4,0,112)4b 
函数 在 T(4,0) 处 取 最 小 值 ，z 4 = -16， 最 低 点 为 L(4，0，-16)。 


2. 作出 f(x,y) 图 像 


在 Mathcad 中 做 出 防 数 图 像 : 
f(xy) =3y? +3x — x° 定义 函数 ; 
x=-4.4 yx):=V6-x.N6-x 确定 定义 域 ; 


通过 路 径 “Insert /Graph/Surface Plot” 作 出 图 像 ， 如 图 7.11 所 示 。 我 们 看 到 Mathcad 
并 未 如 我 们 期 望 的 在 圆 域 中 作 图 。 在 这 里 ， 定 义 域 表示 成 圆 域 比较 麻烦 。 
换 一 个 工具 ， 我 们 在 Maple 软件 中 作 图 如 图 7.12、 图 7.13。 


图 7.11 


作 图 语句 为 : 

> plot3d(xn 2+ yA2-—xA3,x=-4..y= —sgrt(16— x ^ 2).sgrt(16—xA2)):; 

从 作 图 语句 中 我 们 看 到 在 Maple 中 二 元 函数 的 圆 形 定义 域 很 容易 实现 ， 因 此 需要 熟练 
使 用 一 两 种 软件 ， 必 要 的 时 候 便 于 优势 互补 ， 以 有 效 地 帮助 我 们 解决 各 种 问题 。 


3. 结果 分 析 


We dd ARNE 


图 7.13 
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曲面 是 由 曲面 截 线 构造 而 成 的 ,本 题 通过 对 曲线 形状 的 分 析 构 造 了 曲面 。 本 题 内 容 丰 


1. 求 下 列 各 极限 : 


， 1-— xy 
(1) lim 
Aa 
2) li l 
(2) e o 
; 1 
(3) lim— 5 
x0 x + y 
ym 
2 十 
(4) 1m— 
50 Wy: 
(5) lim 


(6) lim 2», 


2. 求 下 列 函数 的 偏 导数 : 


(1) z=x y+y Xx; 


2 
u +v 
(2) =—  —: 

uy 


(3) z=Jln(y); 


(4) z=sin(xyyrcos”(xy); 


(5) z=lntg2, 
y 


OV +1-1 


习 


题 


€ 


富 ， 有 取 极 小 值 的 点 ， 也 有 在 边界 上 取 最 大 值 、 最 小 值 的 情况 。 本 图 形 有 条 件 极 值 、 有 条 
件 最 大 值 \ 最 小 值 ， 有 局 部 极 值 ,有 驻 点 极 小 ,也 有 鞍点 ,是 比较 典型 的 极 值 最 值 问 题 。 


16 — 


(6) z=(1+xy) °; 
上 


(7) u=x š; 
(8) u=arctg(x-y) 。 
求 下 列 函 数 的 全 微分 : 
(1) z=xy+Ž : 
y 
上 
(2) z=e* ; 


@) =——.,. 
(4) u=x?, 
求 函 数 z=In(1+.2+y2) 当 x=1,y=2 时 的 全 微分 。 


REA = 2 4 y=2y=1, Ax = 0.1, Ay=-0.2 时 的 全 增 量 和 全 微分 。 
x 


yk ze” 34 x=1,y=1, Ax=0.15, A y=0 时 的 全 微分 。 


设 有 一 无 盖 圆柱 形容 器 ， 容 器 的 壁 与 底 的 厚度 均 为 0.1 厘米 ， 内 高 为 20 厘米 ， 内 


半径 为 4 厘米 , 求 容器 外 壳 体 积 的 近似 值 。 
ne ve 

W sin y + e*- xy™=0,K ~ 

Gz 


W x+2y+z-2 xyz =0， KZK š 
ox Ó 


š . d 
. Win Jx? +y? = arctan 2 RZ, 


x d 
Oz 


i 
ôx ó 


. 求 函 数 ftx,y)= 4(x-y) - ° - y? BJA, 

， 求 函数 ftx;y) = e2*Gty+2y)BJ 18 , 

. 求 二 xy 在 适合 附加 条 件 x+y=1 下 的 极 大 值 。 

， 在 平面 xoy 上 求 一 点 ， 使 它 到 x=0,y=0 及 x+2y-16=0 的 距离 平方 和 为 最 小 。 
， 求 内 接 于 半径 为 a 的 球 的 长 方 体 的 最 大 体积 。 

， 画 出 积分 区 域 忆 ， 并 求 值 ; 


(1) ffe + ax ay , PD: xX +y’ <2x; 


(2) [na + x ?+ty )do Eh D: x+y? Sl, x20,y20; 
D 


9 [fiio , BUP D R2, y=x JOM y == 0 > 0) 所 围 成 的 区 域 


(4) ffo +y? )do, $F D E: H BË y=x, y=x+a, y=a 和 y=3a (a>0) 所 围 成 的 区 域 。 


D 


RIE 无 穷 级 妆 


实验 一 ”常数 项 级 数 


问题 

前 面 第 2、3 章 中 我 们 已 经 叙述 了 一 元 微 积分 中 最 重要 的 概念 和 基本 计算 : 函数 的 极限 、 
微分 和 积分 。 为 了 更 好 地 掌握 所 研究 的 对 象 ， 往 往 需 要 一 些 专门 工具 ， 无 穷 级 数 的 理论 正 
是 为 了 这 种 需要 而 形成 的 。 无 穷 级 数 是 表示 函数 、 研 究 函 数 性 质 以 及 进行 数值 计算 的 重要 
工具 。 本 章 将 利用 Mathcad 首先 讨论 常数 项 级 数 的 敛 散 性 及 其 判定 法 ， 其 次 要 讨论 窘 级 数 
收敛 域 的 确定 ; 最 后 将 讨论 如 何 把 一 个 函数 展开 成 虹 级 数 的 形式 以 及 这 种 展开 在 近似 计算 
上 的 应 用 。 

实验 目的 

学 会 以 Mathcad 为 计算 工具 ， 利 用 无 穷 级 数 收敛 的 必要 条 件 ， 几 何 级 数 和 p 级 数 的 全 
散 性 ， 正 项 级 数 的 比较 判别 法 、 比 值 判别 法 ， 交 错 级 数 的 莱 布 尼 效 判别 法 ， 无 穷 级 数 绝 对 
收敛 与 条 件 收敛 的 概念 ， 判 断 相 应 级 数 的 敛 散 性 。 

实验 准备 

熟悉 无 穷 级 数 收 敛 、 发 散 及 和 的 概念 ， 无 穷 级 数 收敛 的 必要 条 件 ， 无 穷 级 数 的 基本 性 
质 ; 熟知 几何 级 数 和 p 级 数 的 敛 散 性 ， 正 项 级 数 的 比较 审 敛 法、 比值 审 合法， 交错 级 数 的 
莱 布 尼 茨 审 伍 法， 交错 级 数 的 截断 误差 ， 无 穷 级 数 的 条 件 收敛 与 绝对 收敛 的 概念 ， 绝 对 收 
敛 与 收敛 的 关系 。 

本 实验 中 常用 的 Mathcad 计算 工具 : 

(1) 输入 表达 式 : 在 最 上 一 行 工 具 栏 的 视图 菜单 中 按 路 径 “View\Toolbars\Calculus” 


可 以 找到 求 和 按钮 ”> ，” 和 求 极限 按钮 “。 lim ， ”。 必 须 注意 的 是 在 使 用 之 
n= 有 中 一 > 时 

上 按钮 之 前 ， 必 须 使 编辑 线 为 蓝 色 状 态 ， 执 行 菜单 命令 “Insert/Math Region” 可 

以 使 文本 插入 数学 区 域 ， 也 就 是 出 现 蓝 色 编 辑 线 。 

(2) 计算 : 输入 好 级 数 或 极限 表达 式 后 ， 使 蓝 色 编辑 线 停 在 右 下 方 字符 的 右 侧 ， 然 后 
敲 空格 键 ， 直到 蓝 色 编辑 线 包 住 整个 表达 式 ， 再 在 菜单 “Symbolic” 中 单 击 按钮 
“一 ”或 按钮 “float”， 其 中 前 一 个 按钮 进行 符号 运算 ， 后 一 个 按钮 进行 数值 运 
算 。 
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实验 演示 : 
常数 项 级 数 的 概念 和 性 质 
例 1 讨论 等 比 级 数 Dar =a+aq+ aq? +: + aq" +… 的 敛 散 性 (ax 0) 。 


z simpli 
解 ，》 ag" plify,q 
r assume, 9 = RealRange(— I E 1) 
KA 注意 : 上 式 中 的 等 号 是 Mathcad 中 的 粗 等 号 < 呈 "， 它 只 表示 相等 关系 ， 没 有 计算 功 
能 。 


lim by ax’ ` assume, |x] >l—a*x^(n+1)/{x-1)-a* x (x — (assume, 加 >1)。 


也 就 是 |x | <1 |x] 21 时 级 数 发 获 。 


例 2 判定 的 敛 散 性 。 
| 
nS JELAI ; A 
解 : 有 1 所 以 该 级 数 收敛 
P ' l 
Ë 4 g ASEN , z 
RWE 23 aku Y, AWF: s(m)= > ss 3 即 s(n) = mm. y 


所 以 lims(n) 一 1， 所 以 该 级 数 收敛 。 
(Rl 说 明 : 在 上 文 或 下 文中 出 现 的 符号 。 —”, 3% Mathcad 中 的 “符号 计算 ”的 按钮 ， 它 
具有 计算 功能 
例 3 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 ， 
= n 
(1) 2 


D 六 一 一 


"+= 
n 


解 :对 级 数 > u, ， 若 一 般 项 的 极限 不 为 零 ， 即 limwu, =0 ， 则 级 数 发 散 。 


(1) 由 于 加 | 2] 二 人， 也 就 是 lm " ] =0 ， 由 级 数 收 敏 的 必要 条 件 知 ， 沪 
mo 2n—l 4 mo 27 — 1 
级 数 发 散 。 


l I 
n+— n+— 


(2) 由 于 lim a,=lim 


(n+C—)" T? @m+-)' 
n n 


由 级 数 收敛 的 必要 条 件 知 ， 该 级 数 发 散 。 


2. 比较 判别 法 
例 4 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 ; 


(1) 


(2) 


G3) 


(2) 


(3 


— 


(4 


— 


直接 在 Mathcad 中 计算 > Tor E y> 不 能 确定 敛 散 性 。 


~ In(n aT 


又 因为 n(n+1)<n， 所 以 > 一 ， 由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 知道 ; 


ln 
也 发 散 。 


a 
lim Ý sin() — e, MRA sinD Rike MA sind < 二, 但 由 
n>% 4 I PE n n n 


E 


2 发散 ,不 能 确定 È sin(7 EARI AT, HF im — 1 pah 


n=1 M nal A 


发 散 知 $ sin(-) 也 发 散 。 


im) -一 一 一 lm 一， 一- ， 敛 散 情 况 未 定 。 
m n(n +1) ei hn JI 

用 比较 判别 法 : 因为 -天 <. MS- Eka, RA š 
n(n? +1) ” n=l n’? 

里 我 们 应 注意 到 即使 对 收敛 级 数 而 言 ， 直 接 用 Mathcad 命令 求 和 函数 也 不 -- 定 能 
求 到 。 这 又 一 次 告诉 我 们 要 重视 数学 理论 的 学 习 。 

on Z æ% 2 ®© z 

先 在 Mathcad 中 计算 : > 一 6 或 者 >》 float,8 一 6， HARD S 收敛 。 


2 
n 


用 比较 判别 法 的 极限 形式 ， 因 为 lim .22 一 0, 又 立志 kar, MUS 也 收 
PAN mi H n=l 


2 
n 


先 在 Mathcad 中 计算 : 


Mo 


=e - 


3. 比值 判别 法 
例 5 判断 FIRA Sr t: 


m 
() LŽ, fugg. 
(n+ D 
用 比值 判别 法 ，lim ea = lim 3 

H— a, 


nm 


3" 


n n 


一 13，13<1, 所 以 级 数 六 全 “AN. 


o 六 3 并 一 六 3， 这 种 情况 不 能 断定 级 数 的 敛 散 性 ， 但 在 Mathcad 中 算得 


nmi M nmi 1 
im co, RAKAU 38 4 fu BBB, XIKER T Mathcad 的 
计算 功能 解 次 问题 的 ， 应 用 比值 判别 法 如 下 ; 

qit (n +1)! 

(n+1y' 3 sgy Ça 3 n! 
lim S= lim -名 二 人 一 3，expC1)， 而 二 >1， 所 以 级 数 》 二 全 发 散 
no a, nə n! e in 

n” 
i " 2" 
3 > — S= ， 分 散 情况 不 定 , 利用 级 数 收 全 的 必要 条 件 得 : lim = 一 


Dr 


因此 原 级 数 发 毅 。 用 比值 判别 法 得 ，lim 全 = tim 37 一 2>1, 所 以 由 比值 判别 
n> a, 


3m 
法 知 级 数 发 散 。 


(4 利用 级 数 收敛 的 必要 条 件 得 :lim ntan (二 


Ne 


Jk 


(n+1) tan(— =>) 


用 比值 判别 法 得 : lim 21 = lim 
n> a n>n T 
R n too 


比值 判别 法 的 最 大 优点 在 于 无 需 找 其 他 级 数 来 比较 ， 但 当 lim 一 


A nal o 


) 一 0 , TRER AE. 


~is M< MUAA. 


=1 时， 此 法 无 


Pan a E 


效 ， 需 另行 判定 。 

判断 正 项 级 数 敛 散 性 的 一 般 步骤 是 ， 先 看 是 否 有 a, 一 0， 若 没有 ， 则 级 数 发 散 ; 

车 a, 一 0， 则 用 比值 判别 法 或 根 值 判 别 法 来 判别 敛 散 性 。 如 果 仍 然 无 法 判定 ， 则 用 比 
较 判别 法 或 定义 来 求 lims, 。 


4. 交错 级 数 的 敛 散 性 
例 6 “判断 下 列 级 数 的 仇 散 性 。 
D X Cusi 


2) È Dn nc 


n=l 


(3) > 
(4) > 


D): 


3n+1' 


n- TE 


(1) 因为 wa = 工 > 
H 


=a, Blima,=lm | 0838472223 F, A 
H— o n> n 


n+l 
> oniwa 


l 


ala x l E l aya axa 3, 
ci D j L 2; a E 
IA, sao D" nC ks 
(3) 因为 lim 一，3 由 级 数 收敛 的 必要 条 件 知 
om Nt] 3 
(4) 设 a = 一 上 ， 设 [err mM, X x21 时 , 六 oo0 兰 0, Am x>1 时 ， 
n— In(n) 
fx) 单调 增 加 ， 所 以 (n+l1)-In(a+1)>n-I(0) , 所 以 
和 


人 
ima =m -— 9 MINERA SANSA. 


以 上 我 们 从 经 典 数学 理论 出 发 ， 说 明了 某 些 级 数 的 敛 散 性 。 下 面 我 们 具体 观察 a, 和 
sw 在 Mathcad 中 的 数值 计算 结果 ， 以 体会 定理 的 含义 。 


定义 a, Ms, ,a(n):= (-1)”。 EET 


n:=1..10 , n:=100..110, 
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a(n) = a(n) = 


0.01048275 
0.76519711 -0.01037507 
-0.52593166 0.01026957 
0.38259855 -0.01016619 


a ,一 0 的 趋势 已 经 依稀 可 见 了 。 


S(m):= > l 


n=] no In(n) 
m:=100,200..1000 n:=1000,2000,..,10000 
s(m) = TE 
-0.54216351 
Eea 
-0.54139933 


-0.54165517 
-0.54182513 
-0.54194622 
-0.54203686 
20:942 10729 -0.54261112 


我 们 已 经 看 到 ， 当 no 时 ， 部 分 和 数列 越 来 越 趋向 于 -一 个 确定 的 常数 。 
车 定义 S(n,m):= > -1)” ， 则 在 Mathcad 中 可 算得 : 


n —In(n) 


s(5000,100000)=-0.542661732019584, 
s(45000,100000)= -0.542661732019584。 
从 这 两 个 式 子 中 可 以 看 到 n 充分 大 时 ， 部 分 和 数列 趋向 于 零 ， 也 就 说 明 级 数 是 收敛 的 。 


我 们 再 看 看 用 按钮 “ D ，” 求 级 数 的 和 与 用 函数 符号 “s(m,n)” 求 和 的 区 别 ; 


> CD — Í _goat,8 — -0.54264311 (1) s(1,20000)= -0.54264172 (2) 
n=l n= In(n) 


=== = —POo x I_ AIT[c's—x——ə>—ə 
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(1) 式 的 计算 时 间 为 13 分 20 秒 , (2) 式 的 计算 时 间 仪 为 1 秒 , 精确 度 均 为 8 位 有 效 数字 ， 
它们 的 结果 是 不 一 样 的 ， 这 提醒 我 们 应 慎重 选择 计算 方法 。 
例 7 判别 下 列 级 数 是 否 收 敛 ;， 如 果 是 收敛 的 ， 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 ? 


(1) 3 WE 


(2) y sin nn GA 


n=2 T 
解 : 
El 
(1) 因为 lim |2 =lim 一 一 SE 
"Q| s. m 
3" 
且 是 绝对 收敛 。 
sinc) 
(2) 因为 a, „zsinat + I =(—1) "”! sin( no ;所 以 |a,|= sin( eh lim š 
In(n) 
一 1 由 -> 二 ， i a 因此 2 sin( g t, 所 以 原 级 数 
TAN 1 
:是 绝对 收 化 。 i =0, =sin(——, 
不 是 绝对 收敛 而 lim sin( 0, H la,|= sin(—— =a >)” a, | =sin( ap: 


L01288 8 Y” C1) sin( s. 收 全， 故 原 级 数 条 件 收敛 。 


实验 二 S 级 数 


问题 : 

我 们 已 经 知道 ， 窜 级 数 的 和 是 窜 级 数 收敛 域 上 的 一 个 函数 ， 虽 然 这 个 函数 有 可 能 是 ` - 
个 很 复杂 的 函数 ， 而 且 也 有 可 能 不 是 一 个 我 们 比较 熟悉 的 初等 函数 ， 但 在 收敛 域内 ， 我 们 
总 可 以 用 部 分 和 (一 个 多 项 式 ) 来 近似 地 表示 这 个 和 函数 ， 并 且 只 要 项 数 n 足够 大 ， 这 种 近 
似 表示 的 精确 性 就 可 以 达到 所 要 求 的 程度 。 由 于 多 项 式 便于 计算 ， 也 便于 求 它 的 导数 和 积 
分 ， 因 而 通过 震级 数 > a, x" 或 》a, (x 一 Xo)" 来 研究 它 所 表达 的 和 函数 的 性 质 是 -个 有 效 
的 方法 。 

实验 目的 : 

学 会 在 Mathcad 中 利用 有 关 命 令 求 暴 级 数 的 和 函数 、 收 敛 半径 和 收敛 区 间 ; 熟 记 常 用 
初等 函数 的 寡 级 数 泰 勒 展开 式 和 马克 劳 林 展 开 式 ， 通 过 对 函数 的 恒 等 变 形 或 利用 寡 级 数 的 
代数 性 质 和 分 析 性 质 以 及 常用 初等 冰 数 的 震级 数 展 开 式 求 出 其 他 一 些 函 数 的 寡 级 数 展开 
式 ; 理解 窜 级 数 收 敛 于 和 函数 的 几何 意义 。 
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实验 准备 : 

理解 祖 级 数 、 和 函数 、 收 敛 域 、 收 敛 半 径 的 概念 ;， 掌握 委 级 数 收敛 域 的 求法 ; 熟 记 e, 
sinx,cos x,In(1+x) F+" 的 马克 劳 林 展开 式 。 

本 实验 中 常用 的 Mathcad 计算 工具 : 


(1) 


(2) 


JE JF9e2k 38 ERLT TREERE R “View\Toolbars\Symbolic” 
打开 符号 计算 板 ， 单 击 按钮 “1 senes >”, RAIAR H 114582 SE W punt 8 
数 的 函数 ， 中 间 的 一 个 占 位 符 输入 收敛 域 中 心 x。， 最 右边 一 个 占 位 符 输入 要 展 成 
的 级 数 的 项 数 ; 

计算 : 输入 级 数 或 极限 表达 式 后 ， 使 蓝 色 编辑 线 停 在 右 下 方 字符 的 右 侧 ， 然 后 测 
空格 键 ， 直 到 蓝 色 编辑 线 包 住 整个 表达 式 , 再 在 菜单 “Symbolic” 中 单 击 按钮 “一 
或 按钮 “float”， 前 一 个 按钮 是 进行 符号 运算 的 ， 后 一 个 按钮 是 进行 数值 运算 的 。 


puas; 一 
KINA: 


例 1 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


(2) 


(3) 


K PFE 2 W gx P< li): 


X+2xX +3x +: 


— 十 一 一 一 十 
1.3 2.32 4:34 
£ L 


+ 
4 2-4-6 


3 
ZeD 


e 


> 1 ,收敛 半径 R=1。 当 和 -1 或 1 时 ， 原 级 数 变 为 


u, =nx”" , a(n):=n, fn 


a(n+1) 
a(n 


Y CD Rin, BW. 34 no 时 ,这 两 个 级 数 的 一 般 项 都 不 趋 于 零 ， 此 时 两 
MARN 所 以 收 人 区 间 为 CLD 


u, =D" a=" Mei , KACE R-1. xl 时 ， 原 级 


„lim 


us E S ¿unan 


1+ > 二 一 1+ sx? ， 级 数 收敛 ， 因 而 收敛 区 间 为 [-1，1]， 
Bal n 


a(n+1) 
a(n 


hdr 所 以 R=3。 


x" s 
一 , a(n):= lim 
u (n) 3 


N n3” — 3 n>%| 


当 x=3 时 ， 原 级 数 为 调和 级 数 》 -一 om ， 此 级 数 发 散 ， 当 x=-3 时 ， 原 级 数 为 


n=] 


ÈD mo), 此 时 级 数 收敛 ， 所 以 级 数 的 收敛 区 间 为 [-3，3]。 


2"-n! 2°n n>% 


(4) EEA E TE im 0, 所 以 收敛 半径 R=, BKS A 
n 


(e, +), 


6) ZR RBU, WEER SARAF R: 


和 202+D+1l 
2n+1 —FyE 
ç H ， i 
nn oa a D m 
2n+1 "o= | u(x,n) Sre ya 
2n+1 


上 |<1 即 |x|<1m, 2342655669 >l RRi BCA R=1。 
"4 =l 时 ， 原 级 数 为 > 1+ 于， 级 数 收 全 


当 -1 RARAS 一 1- 开 ， 级 数 收敛 ， 所 以 收 仇 区 间 为 1，1]。 
~ 2n 


例 2 ”利用 逐 项 求 导 或 逐 项 积分 ， 求 下 列 级 数 在 收敛 区 间 内 的 和 函数 : 


(1) > T, 


o0 


2) 


n=1] 


(1) e i meo 
9 [ee 


在 Mathcad PRGA: L 
dx 


| 1 1 
li m É = m ss 
= 人 


(-1<x<1)。 

以 上 我 们 应 用 了 逐 项 积分 ， 再 逐 项 求 导数 的 方法 求 出 了 级 数 的 和 函数 。 就 本 题 的 
特殊 性 而 言 ， 也 可 以 在 Mathcad 中 通过 命令 “Symbolic\ 一 ”直接 求 出 级 数 的 和 函 
数 。 


> nx™! = —— (j| <). 
T Mathcad 求 和 函数 ， 操 作 结果 如 下 : 


Joa ee 用 不 常用 的 超 几 何 函 数 表示 ， 影 响 
— 4n+] 5 4 


了 结果 的 直观 性 ， 如 果 逐 项 求 导 再 积分 会 改善 上 述 结果 。 


(2 


— 


s Ca C s= 数学 实验 基础 __ 
,fe x E yam r- e ayi 
re 3 (i A E 
mian Er o D+ mæ++ atana) + n , 
Mohin 是 
a z Convert,parfrac,t— -1- + l s 
l-t 4(—-1+t) 41+) 2(G ° +1) 
| E aek + l + m] dt convert,parfrac,t — 
9 4(-1+1) 41+) 2(£ +1) 
x -TI -D+ ++ atan) (-1<x<1)。 
本 题 的 计算 机 求解 过 程 使 我 们 再 次 看 到 : 数学 理论 的 应 用 可 以 帮助 我 们 更 好 地 利用 软 
件 进行 计算 。 
例 3 求 下 列 函 数 的 马 殉 劳 林 级 数 展开 式 。 
(1) sin? (œ); 
(2) In(l+x); 
sinx 0 
G) AF z ° s 
l, x=0 
解 : 
Sq, y .2,、_1~cos(2x) 
(1) 传统 解法 一 : 因为 sin 的 二 


(2) 


所 以 sin? (x) = 二 al $e", YE (coco ji 


n=0 2n)! 
传统 解法 二 : W y=sin Aa a y =2sin(x)cos(x)=sin(2x), 
而 sin(2x) = perese XE(-co,+ e°), 
pas piepe ag penea, hena, 
Mathcad 解法 : 
(sin(x))2 series,x=0,9 — x’ -3 rx -za XE(-%,+ œ), 


In(1+x) series,x=0,10 Saen +— ` x° < Lit pty = EA 
2 3 4 5 6 7 8 9 


由 不 完全 归纳 猜想 : In(1+x) = Senni 


在 Mathcad 中 完全 归纳 得 : YODO Lx 一 In(1+x)， 所 以 要 求 的 级 数 展开 式 为 : 
n=l n 
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ln(1+x) = Sep Ly ,显然 —1<x<1 时 级 数 收敛 ; 
n=l 


又 因为 当 x=1 时 ， > ë pHi- In(2); “4 x=-1 时 ， > D" Le 1)" 一 -oo， 


n=l 


即 x=1 时 级 数 收 敛 ; x=- wu po 所 以 级 数 的 收敛 域 为; 


2n+l 


3 liai — s J“ 2 i x ... 
(3) 传统 解法 : 由 于 sin(x)= x £= F “…+(-l) nipi 

所 以 ， sin(x) eeu x” H 

3 5 (2n +)! 
R , Sino) s P sp s 5 
在 Mathcad 中 求解 如 下 : series,x=0,8 1 z7 ET YT 
ap E -20 Ea x x. +- 二 
也 就 是 ，x 0 时 ，Ax)= =l 3! + 5S! 7 HED nD 


当 x=0 时 ， Jxfl o 


(1) 将 函数 < 展 成 *-2 的 宕 级 数 ; 


(2) 将 函数 Ko= 一 EFRR R. 
X +3x+2 


series, x=2,5 一 Ls ee yE kS pss: I (D x) 
x 9 9 27 ; 81 243 


1 -i x-2 i A o | x-2 
即 ， 一 一 = 二 | 1+ 十 十 ++ +j], FHi- 
S-x 3 3 3 3 3 3 
1， 得 收敛 区 向 [-1,5]。 
13 5 


(2) 一 一 一 一 l series, E ETE A +4) + ° (x+4)° + - 
x’ +3x+2 18 36 216 1296 7776 


1 I 
nil 二 + 4) , 


(x+4)° 


即 : (++ + + DE 


x2+3x+2 6 6 2” 3 


manii naa (=) WRIA: -1t <1 和 


-1 <H ， 即 收敛 区 间 为 -6<x<-2。 
网 5 作出 函数 f(x) =sinx 的 n(n=2,n=4) 阶 马克 劳 林 公式 中 多 项 式 收敛 于 sinx 的 图 像 ， 
并 求 误差 小 于 0.001 的 x 的 范围 。 
解 : 通过 Mathcad 我 们 — sin x 的 n 阶 马克 劳 林 公 式 ( 过 程 略 ): 
x x x E x?" ` E , 
sin x =x- — 可 人 +(-1)” oa i ( co<X< 二 co ， n=2m); 


sin[& + (2m + D ] 


其 中 ， oa ,(0<0<1) °: 


， 多 项 式 pn(X) 的 次 数 n - 1 越 大 ， 余 项 


设 pn(x)= — g (- j": =: 


| Ry, | 越 小 ， 多 项 式 ps(x) 近 似 代替 函数 fx) 就 越 精确 。 
我 们 作出 当 n=2 ,n=4 时 这 一 m sin x 的 图 象 。 TE Mathcad 中 定义 函数 ; 


p2G):=x 一 p3(x):= x - F = 


Slate r = ; =, 再 通过 路 径 “Mathy” 单 击 一 元 函数 图 象 按钮 ， 打 开 作 图 框 


fx):=sin(x) pl1(x):=x 


就 可 以 作 图 。 
在 Mathcad 工作 页 面 上 , 不 同 的 曲线 以 不 同 的 颜色 表示 ,我们 可 以 清楚 地 观察 出 图 8.1 


到 图 8.4 的 变化 ， 看 到 随 着 多 项 式 次 数 n 的 增 大 ，pilx) (二 1,2,3,4) 副 近 fx) 的 误差 越 来 越 小 


x,x 


图 8.1 n=2 时 pl(x)iB8jFE f (x) 的 情形 8.2 n=4 时 p2 (x) ;iB;if f (x) 的 情形 
我 们 再 作出 n=6,n=8 时 的 图 像 ， 以 全 面 观 察 多 项 式 收 敛 于 和 函数 的 情形 ， 


X,X 


x,x 


图 8.3 n=6 时 p3(x) iB iF f (x) 的 情形 图 8.4 n=8 时 p4(x) 通 近 f(x) 的 情形 
当 要 求 误差 不 超过 0.001 时 ， 


ER n=2， 即 m=1， 得 近似 公式 : sin x==x, 


只 需 
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. 3 
Sin(O x+ —) l 
| RÆ | = r < 50.001, (0<6<1), 所 以 | x | <0.1817。 


3! 
3 
车 取 w=4， 即 m=2， 则 可 得 sinx 的 3 次 近似 多 项 式 : sin xx - =。 同样 ， 要 求 误差 
不 超过 0.001 时 ， 只 需 
<0.001 È  |x|<0.6544 


x° 
120 

容易 看 到 如 果 用 更 高 次 数 的 多 项 式 来 代替 函数 sin x 时 ， 就 达到 更 高 的 精确 度 ， 并 且 在 
x 的 更 大 的 范围 内 表达 sin x， 所 以 这 个 表达 的 收敛 域 是 (-co<x<+oo)。 读 者 可 以 继续 提高 多 
项 式 的 次 数 去 作 一 下 图 象 ， 以 体会 宗 级 数 收敛 于 和 函数 的 情形 。 


实验 三 ”雪花 的 周 长 与 面积 


问题 : 

在 我 们 生活 的 周围 ,除了 房屋 建筑 、 公 路 桥梁 这 些 规则 的 几何 形体 之 外 ， 还 有 干 姿 百 态 
的 花草 树木 、 山 川 河流 等 极 不 规则 的 几何 形体 ， 面 对 这 些 美不胜收 的 自然 景色 ， 科 学 家 和 
艺术 家 苦 苦 追寻 的 是 :如 何 描述 大 自然 的 表象 并 努力 揭示 其 内 在 规律 ? 由 于 研究 自然 界 几 
何 形 态 的 需要 ， 最 近 几 十 年 发 展 了 一 门 新 兴 的 几何 学 科 一 一 分 形 几何 学 。 分 形 几 何 把 自然 
界 看 作 具 有 无 限 舱 套 层 次 的 精细 结构 ， 而 且 它 在 不 同 尺度 下 保持 某 种 相似 的 属性 。 于 是 在 
简单 的 迭代 中 就 可 以 得 到 描述 复杂 的 自然 形态 的 有 效 方法 。 

实验 目的 : 

通过 对 雪花 周 长 与 面积 的 计算 ， 初 步 认识 分 形 几何 研究 对 象 的 几何 属性 。 

实验 准备 ; 

学 会 通过 Mathcad 的 数学 计算 板 进行 有 关 级 数 的 计算 。 

实验 演示 : 

本 演示 中 我 们 介绍 曾经 带 给 我 们 无 限 遐 想 的 雪花 。 我 们 研究 当 雪 花花 准 不 断 增加 时 ， 
雪花 的 面积 及 周 长 的 变化 情况 。 

我 们 先 给 定 一 个 正三 角形 ， 然 后 在 每 条 边 上 对 称 地 产生 一 个 边 长 为 原 边 长 的 1⁄3 的 小 
正三 角形 ， 如 图 8.5 所 示 。 如 此 类 推 ， 在 每 条 凸 边 上 都 做 类 似 的 操作 ， 就 得 到 了 一 系列 类 
似 雪 花 的 图 形 。 它 们 的 面积 有 限 而 周 长 无 限 ， 也 就 是 随 着 雪花 花 为 的 不 断 增 加 ， 雪 花 的 面 
积 始终 是 有 界 的 而 其 周 长 却 是 无 界 的 。 下 面 我 们 将 从 3 个 方面 来 进行 说 明 : 

1. 寻找 规律 

设 等 边 三 角形 的 边 长 为 1， 初始 状态 如 图 8.5 所 示 。 
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则 多 边 形 的 边 数 、 边 长 、 周 长 、 面 积 


n(0)=3; a(0)= 1; c(0):=3:1; OEA Š 
第 1 次 分 又 ， 如 图 86 所 示 。 
2 
n(1)=3 .4=12; a(l) L; e(1):=3.4.-—;  s(1):=s0+3. 日 . .3 . 
3 3 4 
图 8.5 初始 状态 图 8.6 第 1 次 分 又 结果 


第 2 次 分 又 ， 如 图 8.7 所 示 。 
1 ，1 4Y 1 Y 
n(2)=(3 ,4).4=3 .42 ; a e(Q)=3-4 去 -4 ; 5s(2):=s1+3 .4， [zJ : 


第 3 次 分 又 ， 如 图 8.8 所 示 。 


3 2 
n(3)=3-4 2 .4=3.42; aB ; ce(3):=3 - 4? S - [2 ; sSs(3):=s2+3. ef) . A a 
Ka UPS 
- G a 
tj f 站 
s ` 
mA 1 U ADA 
: `. > +: C 
I | , L ' 可 
a K L `, ~f i5 z 5 
] ` af X i 


图 8.7 第 2 次 分 岔 结果 图 8.8 第 3 次 分 岔 结果 
第 大 次 分 又 ， 如 图 8.9 所 示 。 
n z 
TE A E e=3[2) ; Sto (=) 


ee sd 


np 


A 
S 


图 8.9 第 k 次 分 又 


2. 结果 分 析 
(1) 计算 周 长 数 列 ce(n) 和 面积 数列 s(n) 的 值 ， 观 察 变化 趋势 : 
下 面 我 们 在 Mathcad 中 计算 雪花 周 长 数 列 和 面积 数列 的 值 ， 其 操作 步 又 如 下 : 
O 定义 数列 表达 式 ， 给 出 项 数 的 取 值 范围 : 
ü a B, bzaga [AY 5 
n:=1..20, e034 | ， (ebo s Ds 4 [>J pr 
© ”计算 数列 的 值 ， 只 需 在 c(n)、s( 有 ) 后 面 直接 键入 键盘 等 号 键 即 可 。 
c(n) = s(k) = 


0.926445 


0.6926445 


5.3333333 


71111111 
9.4814815 
12.6419753 


16.8559671 


22.4746228 


| 224.4927416 | | 0.692819 | 


我 们 看 到 周 长 随 着 分 又 次 数 n 的 增加 有 无 限 增 大 的 趋势 ,而 雪花 的 面积 则 趋向 于 确 
定 的 常数 。 
(2) 作出 c(c)、s(n) 的 图 像 如 图 8.10、 图 8.11 所 示 。 


图 8.10 c(n) 图 像 图 8.11 s(n) 图 像 


(3) 求 极限 得 出 结论 : 
当 分 又 次 数 趋向 于 无 穷 时 ， 周 长 设 为 c， 面 积 设 为 s， 则 


lim3. 4) — c 


z Bafi aaa] asa 5 s E 


4 3) 4 3? 4 3° 
Siti VS V2 
L 全 i Z V3 -0.6928203 
通过 以 上 分 析 ， 我 们 知道 : 当 分 叉 次 数 趋向 于 无 穷 时 ， 周 长 趋向 于 无 穷 而 面积 是 有 限 
的 。 有 限 与 无 限 ， 有 界 与 无 界 这 一 既 矛 盾 又 统一 的 哲理 完美 地 蕴涵 于 一 片 片 晶莹 剔透 的 雪 
花 里 。 我 们 赖 以 生存 的 大 自然 里 ， 除 了 有 诸如 房屋 桥梁 、 飞 机 、 轮 船 等 规则 几何 形体 外 ， 
还 有 更 多 的 如 花草 树木 、 山 川 河流 等 极 不 规则 的 几何 形体 。 科 学 家 逐渐 认识 到 另 一 个 几何 
世界 的 存在 ， 后 来 科学 家 把 描述 自然 界 几 何 形 态 的 学 科 叫 分 形 几 何 。 
分 形 几 何 的 图 形 有 一 个 共同 的 构造 方式 ， 即 最 终 图 形 FF 都 是 按照 一 定 的 规则 R 通过 对 
初始 图 形 不 断 修改 得 到 的 ， 其 中 最 具 代 表 性 的 图 形 是 雪花 (Koch) 曲 线 。 


1. 根据 级 数 收敛 与 发 散 的 定义 判别 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
a) $ Wn+i-vVn); 


1 1 


1 
(2) 一 + 一 -+ 一 一 二 + 一 一 一 一 二 |; 
1.3 3.5 5.7 (2n-1)(2n+1) 


。 区 š 2n . nī 
(3) S abu epn tus 


2. 试 计 算 下 列 级 数 的 前 8 个 项 以 及 前 于 项 (=12…,8) 的 部 分 和 ， 画 出 部 分 和 数列 的 
图 像 ， 并 利用 图 像 猜测 级 数 的 敛 散 性 ， 如 果 级 数 收敛 的 话 ， 求 出 级 数 的 和 。 
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4) Ds” : 


先 用 比较 审 敛 法 判别 下 列 级 数 的 收敛 性 ， 再 在 Mathcad 中 验证 其 收敛 性 。 


Ji 
1) 1]+ 一 十 一 十 一 十 … š 
(D 3 .ST 


1 1 


—— -e + — t"; 
2-5 3-6 (n+1)-(n+4) 


n . A . n 
(3) sin—+sin— +sin— +; 
2 2 2 


l+a” 


a E 0). 


利用 比值 审 敛 法 判别 下 列 级 数 的 收敛 性 ， 再 在 Mathcad 中 验证 其 收敛 性 ; 


3 3° 3° 
D 一 一 + 一 一 一 二 一 -一 
() L92222 133225 
oo n? 
2 
2 3 
z T 
(3) 2 ntan mr 
天 一 
(4) y n+l 


~ n(n+2) i 
CD GD 


判别 下 列 级 数 是 否 收 你 ， 如 果 是 收敛 的 ， 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 ? 


5 

© P 222 2.32 
1 1 1 

(1) 1-——=+— -+t ; 
2 i A 


n 
q ; 


Q) Pem 


= n+l 2 
G) >C) F 


K F FIFE R K S PE 


(1) rt +3 + ++ 


(2) 


2 
x x 


x 
二 十 一 一 十 ; 
2 2.4 2.4.6 


174 


2 3 
x x x 


3) 一 + 一 一 + 一 一 
1.3 2.3” 3.3 


x 
a 
4-3 
2n+1 


a Sa 
z 2 2n+1 


将 下 列 函 数 展开 成 x RRG JE3k E JFOQ BR yr A E): 


(1) shx =E 


(2) ln(atx) (a>0); 

(3) (1+x)ln(1+x). 

将 下 列 函 数 展开 成 (x-1) 的 窜 级 数 ， 并 求 展开 式 成 立 的 区 间 : 
(1) J: ; 

(2) lg x. 

利用 级 数 展开 计算 VY200 的 近似 值 ， 使 误差 不 超过 0.0001. 


， 试 利用 级 数 展开 来 计算 | e = ax 的 精确 到 0.001 的 近似 值 。 
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实验 一 ”和 矩阵 运算 


问题 : 

矩阵 是 线性 代数 的 最 重要 概念 之 一 ， 它 在 数学 、 自 然 科学 、 工 程 技术 、 社 会 科学 ， 特 
别 是 经 济 学 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 因 此 掌握 矩阵 之 一 基本 数学 工具 对 于 从 事 科 学 技术 和 经 济 
管理 工作 都 是 必 不 可 少 的 。 

实验 目的 : 

理解 数组 、 和 矩阵 、 行 列 式 的 基本 概念 ， 认 识 它 们 在 MATLAB 中 的 表示 方法 ， 学 会 在 
MATLAB 中 进行 行列 式 、 数 组 的 常用 基本 计算 及 矩阵 的 “加 、 减 、 乘 、 除 、 逆 、 秩 ”的 运 
算 。 

实验 准备 : 

1. MATLAB 简介 

MATLAB 是 由 美国 MathWorks 公司 于 1967 年 推出 的 Matrix Laboratory( 矩 阵 实验 室 ) 
软件 包 的 缩写 ， 它 所 有 的 计算 都 是 以 矩阵 为 基本 单元 进行 的 ， 不 难 理解 它 最 大 的 特色 是 具 
有 强大 的 矩阵 运算 功能 ， 因 此 MATLAB 是 研究 线性 代数 、 线 性 规划 的 有 力 工具 。 本 实验 
介绍 如 何 运 用 MATLAB 来 进行 矩阵 的 基本 运算 。 

2. MATLAB 的 安装 和 启动 

MATLAB 的 安装 与 第 一 章 实验 一 中 Maple 的 安装 过 程 一 样 ， 启 动 后 命令 窗口 为 
MATLAB Command Window, 5.3 版 本 提示 符 为 “>”，6.0 以 上 版 本 提示 符 为 “》”， 在 
提示 符 后 输入 命令 就 可 以 操作 了 。 

3. MATLAB 中 标点 符号 的 意义 

(1) MATLAB 的 每 条 命令 后 ， 若 为 逗号 或 无 标点 符号 ， 则 显示 命令 的 结果 ; 若 命令 后 

为 分 号 ， 则 不 显示 结果 。 
(2) “%” 后 面 所 有 文字 都 为 注释 说 明 。 
B) “/…” 表 示 续 行 。 


4. 数组 的 表示 
x=[nl,n2，…;nk] 或 x=fnl n2 …nk] 创建 包含 指定 元 素 的 行 向 量 ; 
x=first:last 创建 从 first 开始 ， 步 长 为 1， 到 last 结束 的 


行 向 量 ; 
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x=flrst:increment:last 


x=linspace(first,last,n) 


例如 : 


(1) x=[1,2,3,4,5,6,7,8] 


x= 


3 6 


9 


(4) x=linspace(0,1 ,11) 


Columns 1 through 7 


0 


5. 和 矩阵 的 表示 


0.1000 
Columns 8 through 11 
0.7000 


12 


0.2000 


0.8000 


0.9000 


二 


创建 从 first 开始 , 步 长 为 增加 量 “increment”， 
到 last 结束 的 行 向 量 ; 

创建 从 first 开始 ， 到 last 结束 ， 有 n 个 元 素 
的 行 向 量 。 


18 21 
% 第 一 个 数 是 0, 最 后 一 -个 数 是 1, 变 量 个 数 数 据点 
数 ) 为 11 的 数组 


0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 


1.0000 


以 左 方 插 号 开始 ， 以 右 方 括号 结束 ， 算 阵 同行 之 间 以 空格 或 逗号 分 阳 ， 行 与 行 之 何以 


分 号 或 回 车 符 分 隔 。 


例 >> a=[21 34 20;5 78 20;21 14 17;34 31 38] 


a= 


34 31 


38 


% 创 建 一 个 4 行 3 列 的 矩阵 


6. MATLAB 提供 了 几 个 建立 特殊 矩阵 的 命令 如 下 : 

% 产 生 一 个 空 矩 阵 ， 当 对 一 项 操作 无 结果 时 ， 返 
回 空 矩阵 ， 空 矩 

% 阵 的 大 小 为 零 ; 

% 产 生 一 个 m 行 、n FEHER: 

% 产 生 一 个 m 行 、n 列 的 元 素 全 为 1 的 矩阵 ; 

% 产 生 一 个 mir. n 列 的 单位 矩阵 。 


>>a=[) 


>> b=zeros(m,n) 
>> c=ones(m,n) 
>> d=eye(m,n) 

例 >> eye(3,5) 
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实验 演示 : 
1. 数组 及 数组 的 运算 
例 1 数 与 数组 的 计算 : 
A=[-10123] 
A= 
-1 0 1 2 3 
2*A+2 = 
0 2 4 6 8 
“.*” 点 乘 符号 表示 对 数组 c 和 q Ya Jlpu sS 6 358 Ba Ff, DRAR “*” RRE 
阵 的 乘法 。 
数组 除法 同样 需要 点 除 “./” 或 “\”, 而 “/” 与 “\” 表 示 和 矩阵 的 除法 ， 与 乘法 和 除法 
一 样 ，“^” 为 矩阵 求 寡 所 保留 ,而 数组 乘 寡 用 “.^” 表 示 。 
看 下 面 的 例子 ， 请 仔细 体会 数组 与 矩阵 的 运算 法 则 的 不 同 之 处 。 
例 2 数组 与 数组 的 运算 。 
已 知 
a=[1 2 3;4 5 6;7 8 9] 
b=[111;222;333] 


求 (1) a+b (2) a-b; 
(3) 2*a; (4)a.*b 和 a*b 
(5) a.b/ 和 ab. 
解 : 
(1)(2)(3) 的 运算 与 矩阵 的 运算 结果 一 致 ， 请 读者 自己 完成 。 
(4) a.*b 
ans = 
1 2 3 
8 10 12 
21 24 27 
a*b % 和 矩阵 乘法 
ans = 
14 14 14 
32 32 32 
50 50 50 


(5) ab 


ans = 
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1.0000 0.5000 0.3333 
0.5000 0.4000 0.3333 
0.4286 0.3750 0.3333 
a./b 
abs=1.0000 2.0000 3.0000 
2.0000 2.5000 3.0000 
2.3333 2.6667 3.0000 
例 3 数组 计算 的 应 用 : 计算 函数 值 y=xe ” 0<x<1. 
解 : 用 MATLAB 计算 如 下 : 
x=[0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0]; 
x= 
Columns 1 through 7 
0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 
Columns 8 through 11 
0.7000 0.8000 0.9000 1.0000 
y=x.*exp(-x) 
y= 
Columns 1 through 7 
0 0.0905 0.1637 0.2222 0.2681 0.3033 0.3293 
Columns 8 through 11 
0.3476 0.3595 0.3659 0.3679 


2. 和 矩阵 的 加 减 运算 
进行 运算 的 两 个 矩阵 的 大 小 必须 完全 相同 ， 使 用 的 运算 符号 是 “+” 与 “-”。 


1 2 2 4 
例 4 已 知 : a= 3 5 , b= 1 8 5 求 a+b 和 a-b. 
2 6 9 0 


fz: 用 MATLAB 计算 如 下 : 
>> a=[1 2;3 5;2 6]; 
>> b=[2 4;1 8;9 0]; 


>> c=atb 
c= 
3 6 
4 13 
11 6 
>> c=a-b 
c= 
-1 -2 
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-7 6 
3. 乘法 运算 
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设 4 矩阵 为 一 个 ixj 大 小 的 矩阵 ， 则 要 求 与 之 相 乘 的 B8 甜 阵 必 须 是 一 个 jxk 大 小 的 答 


和 矩阵 的 乘法 运算 使 用 的 运算 符号 是 “*”。 


1 2 
例 5 已 知 a=|3 51, -| ,| 求 a*p。 
g 8 9 0 
解 : M MATLAB 计算 如 下 : 
>> a=[1 2;3 5;2 6]; 
>> b=[2 4 1;8 9 0]; 
>> c=a*b 
CE 
18 22 
46 5 3 
52 62 
1 2 0 1 2 4 
例 6 已 知 a=|2 5 -1|， b=|2 5 101, 求 a.*b。 
4 10 -1 0 -1 -1 
解 : 用 MATLAB 计算 如 下 : 
>> a=[1 2 0;2 5 -1;4 10 —1]; 
>> b=[1 2 4;2 5 10;0 -1 —1]; 
>> c=a.*b 
= 
4 0 
4 25 -10 
0 -10 l 
1 2 3 
例 7 a=|4 5 6|, 求 a^2 和 a.^2。 
7 8 9 
解 : a=[1 23;456;789] 
a^2 
ans = 
39 36 4 
6 8 9 
102 126 150 
a.^2 
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16 25 36 
49 64 81 
a.^2 是 矩阵 中 每 个 元 素平 方 ， 而 a^2 是 按照 矩阵 乘法 法 则 进行 计算 的 。 
4. 除法 运算 


在 线性 方程 组 的 求解 中 ， 正 斜 枉 “/” 和 上 反 斜 本 “\” 可 以 用 来 表示 矩阵 方程 的 解 : AX=B 
的 解 用 XAB 表示 ， 而 方程 XA=B 的 解 用 X=B/A 表示 ，“\” 称 为 矩阵 的 左 除 ，“/” 称 为 
矩阵 的 右 除 。 正 反 斜 杠 的 使 用 详 见 本 章 实验 二 。 

5. 转 置 运算 

矩阵 的 转 置 只 需 用 符号 “|” 来 表示 。 
l 2 0 
2 5 -1 
4 10 -1 
解 : 用 MATLAB 计算 如 下 : 
>> a=[1 2 0;2 5 -1;4 10 -1]; 
>> c=a' 


例 8 已 知 a= ， 求 a 的 转 置 矩 阵 。 


c= 


6. 逆 运 算 

矩阵 的 逆 运算 只 需 用 函数 “inv” 来 实现 ， 这 大 大 简化 了 计算 过 程 。 
1 2 0 

例 9 已 知 a=|2 5 -1|, K a WJ EBE, 
4 10 -1 

##, 用 MATLAB 计算 如 下 : 

>> a=[1 2 0;2 5 -1;4 10 -1]; 

>> b=inv(a) 


b= 


XA EE: DAMA MEERA ZEE, RA 3 3EML404F5p| K Ri, EP |A| = 0 时 ， 该 
EE EETA. 
7. 行列 式 运算 
求 矩阵 的 行列 式 大 小 ， 可 用 函数 “det” 来 实现 。 和 矩阵 的 行列 式 值 可 用 来 判定 矩阵 是 否 
T: JAn, HEREA DE, 
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1 2 0 
例 10 已 知 a=|2 5 -1|， 求 a 的 行列 式 值 |al。 
4 10 -1 


解 : 用 MATLAB 计算 如 下 : 
>> a=[1 2 0;2 5 -1;4 10 -1]; 


>> b=det(a) 
b= 
1 
实验 二 ”线性 方程 组 的 解 
问题 : 


本 实验 以 矩阵 为 工具 来 讨论 线性 方程 组 解 的 求法 ， 以 及 在 MATLAB 环境 下 如 何 求 解 
线性 方程 组 。 
实验 目的 : 
理解 齐 次 线性 方程 组 An*Xxi=0 (1) 非 齐 次 线性 方程 组 An*Xrxl=p (DE AHE 
一 解 、 有 无 穷 多 解 的 条 件 ; 学 会 用 和 矩阵 的 秩 判 断 以 上 各 方程 组 解 的 情况 ， 在 MATLAB 环 
境 下 学 会 求 线性 方程 组 的 解 ， 对 “了 矛盾 ”线性 方程 组 ， 学 会 求 它 的 最 小 二 乘 解 。 
实验 准备 ; 
判断 (1)、(2) 方 程 组 各 种 情况 下 解 的 状况 的 方法 : 
1. WR r(4)=n，n 元 齐 次 线性 方程 组 (1) 有 惟一 零 解 ; 
如 果 KA4)<n，n 元 齐 次 线性 方程 组 (1) 除 零 解 外 ， 还 有 非 零 解 ; 
如 果 D 4)=n， 则 非 齐 线性 方程 组 (2) 有 惟一 解 ; 
如 果 x(4)=r( 4 )<n， 则 非 齐 线性 方程 组 (2) 有 无 穷 多 解 ; 
. 如 果 r4) 关 r 4)， 则 非 齐 次 线性 方程 组 无 解 。 
了 解 最 小 二 乘 解 的 概念 ， 学 会 在 MATLAB 环境 下 求 最 小 二 乘 解 。 
rank(a) KERE a 的 秩 ; 
pinv(a) SKIERE a 的 伪 逆 ; 
实验 演示 : 
1. 线性 方程 组 的 解 
例 1 解 线性 方程 组 ; 


| £ y 


X i 一 2X2 + X3 三 一 2， 
一 3XI! 十 X> 二 2X3 三 ] , 


Xi— X% tx% = 0, 


O@o<__—L KA... ........... 1 ............................uuu u 
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I| 说 明 : 在 线性 方程 组 的 求解 中 , 正 儿 村“/” 和 反 斜 杠 “\” 是 两 个 表现 力 极 强 的 符号 ， 
方程 AX=B 的 解 用 XAB 来 表示 ， 而 方程 4=B 的 解 用 X8B/A 来 表示 。 平时 


常用 的 形式 为 前 者 。 

解 : 先 判断 方程 组 解 的 情况 ; 
a=[1—2 1;-3 1 2;1 -11] % 定义 矩阵 a 
a= 

1 -2 1 

-3 1 2 

1 -— l 
al=[1-21-2;-3121;1-110] — % 定义 a 的 增 广 阵 为 al 
al = 

1 -2 1 -2 

-3 1 2 1 

L -aj 1 0 
rank(a) 
ans = 

3 
rank(al) 
ans = 

3 


ra)=r(al)=2， 即 矩阵 a 的 秩 、a 的 增 广 矩阵 al 的 秩 和 方程 组 未 知 数 的 个 数 相 等 ， 所 以 
诛 方 程 组 有 且 仅 有 惟一 一 组 解 ， 下 面 求解 : 

b=[-2; 1; 0] 

b= 


21x; +34x2 +20x; =10, 
Sx1 +78x2 +20x; =20, 

21x; +14x: +17x3=30， 
34x; +3 1x2 +38x3 =40。 


例 2 求 方程 组 ; 的 解 。 


qww w e ` 
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解 : 
a=[21 34 20;5 78 20;21 14 17;34 31 38]; 
rank(a) 
ans= 
3 
al=[21 34 20 10;5 78 20 20;21 14 17 30;34 31 38 40] 
Tank(al) 
ans = 
4 


SERE a 的 穆 与 增 广 阵 al 的 秩 不 等 ， 即 (a)z r(a) ， 所 以 该 非 齐 次 线性 方程 组 无 解 。 在 
例 6 中， 我 们 将 研究 这 类 方程 组 的 最 小 二 乘 解 。 


Xi +2x, =3 
例 3 已 知 线性 方程 组 | OTOT? ， 判 断 方程 组 解 的 情况 ， 若 有 解 ， 求 解 。 
-2x, +3x, =1 
-x +x, = 0 

解 : 
A=[1 200;0-130;00-23;-1001] 
A 二 

1 2 0 0 

0 -1 3 0 

0 0 -2 3 

—1 0 0 1 

rank(A) 
ans = 

4 
Al=[1 2003;0-1302;00-231;-10010] 
Al = 

] 2 0 0 3 

0 —1 3 0 2 

0 0 -2 3 1 

一 1 0 0 1 0 

rank(A1) 
ans = 

4 
即 RC(4)=R( 4 )=n， 所 以 方程 组 有 解 且 惟一 。 
b=[3 


2 


x=A\b 
x= 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
x =l 
即 解 为 J 下， 
x, =l 
X, = 


x, + 2x, + x, + x, = 0 
例 4 判断 线性 方程 组 ,3x +6x,+2x,— x, =0 解 的 情况 


-x —2x, + x, + Tx, = 0 


解 : 
a=[2 4220:362-10;1-2170] 


a= 


2 2 0 
2 一 ] 
一 ] -2 ] 
rank(a) 
ans = 
2 


齐 次 方程 组 的 秩 为 x(a)=2<n=4, 所 以 方程 组 有 无 穷 多 解 。 下 面 在 MATLAB 中 进行 初等 
行 变 换 : 


a(1,:)=a(1,:)/a(1,1) 
a = 


(05) 
CN 
N 
| 
一 
° 


a(2,:)=a(2,:)-a(2,1)*a(1,:) 


a= 


a(3,:)=a(3,:)-a(3,1)*a(1,:) 


a= 


; 如 果 有 解 ， 请 求 出 解 。 
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0 0 -1 一 4 

0 0 2 8 0 
a(2,:)=a(2,:)/a(2,3) 
a = 


0 0 2 8 0 
a(3,:)=a(3,:)-a(3,2)*a(2,:) 


a= 


0 0 2 8 0 
a(3,:)=a(3,:)-a(3,3)*a(2,:) 


a= 


a(1,:)=a(1,:)-a(2,:)*a(2,3) 
a= 
1 2 0 -3 0 
1 


0 0 4 0 
0 0 0 0 0 
x, +2x, —3x, = 0 x, = —2c, + 3c, 
Ml ， 无 穷 多 解 为 : Sasi cl,c? 为 任意 常数 。 
x, + 4x, = 0 x, = —c, 
X, = X, x, = C, 


X, — X, + x, —x, = Ü 
例 5 判断 线性 方程 组 ,zx +x,+x; 一 x =2  ， 解 的 情况 ， 如 果 有 解 ， 请 求 出 解 。 
2x, — 2x, +2x, — x, =1 
解 : 在 线性 代数 的 学 习 中 ， 我 们 知道 : "EBE 4 的 秩 等 于 4 的 增 广 阵 的 秩 并 且 小 于 未 
知 数 的 个 数 n 时 ， 也 就 是 说 线性 无 关 的 方程 的 个 数 小 于 未 知 数 的 个 数 ， 这 时 方程 组 有 无 穷 
多 个 解 。 
A=[1 -11-1;111-1;2 -2 2 -1]; 
a=[1 -1 1 -1 0;1 1 1-12;2-22-11] % 为 下 面 输入 方便 ，a TXA AIA KERE, 


a= 
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rank(A) 
ans = 

3 
rank(a) 
ans = 

3 


下 面 在 MATLAB 中 进行 初等 行 变 换 : 


a(2,:)=a(2,:)-a(2,1)*a(1,:) 


a= 


a(3,:)=a(3,:)-a(3,1)*a(1,:) 
a= 


0 0 0 1 
a(2,:)=a(2,:)/a(2,2) 


a= 


0 0 0 1 
a(1,:)=a(1,:)+a(2,:) 
a= 


0 1 0 0 
0 0 0 1 
a(1,:)=a(1,:)+a(3,:) 


= 
1 0 1 0 
0 1 0 0 
0 0 1 
x +x =2 
A ， 即 无 穷 多 解 为 
3 = X 2 


c 为 任意 第 数 。 
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x, = 一 | x, =2 
EURAIL OT, BAOT. 
x, =1 x, = 0 
X, = Ü x, =l 


2. 线性 方程 组 的 最 小 二 乘 解 


在 科学 实验 与 经 济 问题 中 ， 人 们 常常 会 得 到 “了 矛盾 线性 方程 组 ”， 即 x(4)z# xr(4)， 常 
常 表现 为 方程 的 个 数 大 于 未 知 数 的 个 数 , 其 实际 意义 应 如 何 看 待 呢 ? 我 们 来 看 下 面 的 例子 : 
例 6 收入 与 消费 之 间 存 在 着 密切 的 关系 : 收入 越 多 ， 消 费 水 平 也 越 高 ， 收 入 较 少 ， 
消费 水 平 就 越 低 。 这 个 关系 通常 用 下 列 关系 式 来 表示 : y =atbx (1), HP y ERKA, x 
表示 支出 ，a,b 是 两 个 常数 ， 需 要 根据 具体 的 统计 数据 来 确定 。 现 以 如 下 统计 数据 表示 3 年 
中 每 年 的 人 均 收入 与 支出 情况 ，( 单 位， 万 元 ) 
表 9.1 收入 与 支出 情况 表 


收 支 \ 年 1 Ži. 3 


y 1.6 1.7 2.0 
x 1.2 1.4 1.8 


请 根据 这 组 数据 求 出 (1) 式 中 的 op 值 。 
解 : 将 xy 的 值 代入 (1) 式 得 方程 组 : 


a+1.2b =1.6 
a+1.4b=1.7 (2) 
a +1.8b = 2.0 
A=[1 1.2;1 1.4;1 1.8] 
A= 
1.0000 1.2000 
1.0000 1.4000 
1.0000 1.8000 
b=[1.6;1.7;2.0] 
b= 
1.6000 
1.7000 
2.0000 
Al=[1 1.2 1.6;1 1.4 1.7;1 1.8 2.0]; 
rank(A) 
ans = 
2 
rank(A1) 


ans = 
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3 
即 rd)#r(4) ， 说 明 线 性 方程 组 4x=b 即 (2) 无 解 。 那 么 是 不 是 该 问题 就 没有 实际 意义 
TE? 当然 不 是 。 第 一 ， 收 入 与 支出 的 线性 关系 是 假定 的 ， 这 个 假定 本 身 就 会 有 误差 ， 第 
二 ， 统 计数 据 本 身 会 有 误差 ; 第 三 ， 人 们 为 了 使 结果 更 具有 普遍 性 ， 往 往 会 让 测量 或 实验 
的 次 数 多 一 些 ， 这 样 必然 会 使 线性 方程 组 中 的 方程 式 的 个 数 大 大 超过 未 知 数 的 个 数 。 解 决 
问题 的 方法 是 求 出 使 |4x 一 厂 取 最 小 值 的 x。 把 这 样 得 到 的 解 ， 叫 作 线性 方程 组 (2) 的 最 小 二 
乘 解 。 在 线性 代数 中 证 明了 这 个 解 为 : x=(4|*4)'*4|*b。 
在 MATLAB 中 ， 我 们 操作 如 下 : 
c=inv(A'*A) 
di 
11.8571 -7.8571 
-7.8571 5.3571 
x=c*A'*b 
as 
0.7714 
0.6786 
即 a=0.7714, b=0.6786。 
事实 上 使 用 除法 算 子 “\” 或 “/” 可 以 自动 求 出 使 |4x - 串 取 最 小 值 的 最 小 二 乘 解 x， 
操作 如 下 : 
x=A\b 
TE 
0.7714 
0.6786 
因此 , y=0.7714+0.6786x (3)。 下 面 用 其 他 的 ab 值 检 验 一 下 上 面 求 到 的 值 是 否 符合 
小 二 乘法 的 要 求 ， 也 就 是 使 
[(at1.25)-1.6]+[(at1.4b)-1.7]+[(at+1.85)-2.0] 最 小 。 
x=[1.2 1.4 1.8] 
ey 
1.2000 1.4000 1.8000 
y=0.7714+0.6786*x 
y= 
1.5857 1.7214 1.9929 
d=(y(1)-1.6).^2+(y(2)-1.7).^2+(y(3)-2.0).^2 
d= 
7.1429e-004 
可 以 看 到 ， 用 求 出 的 拟 合 方程 (3) 求 出 的 》 值 与 给 出 的 统计 数据 y 相近，|4x - 圳 约 为 
0.0007 也 较 小 。 任 意 换 一 组 a,b 值 ， 再 求 y 值 和 ||4x - 圳 值 : 
y=0.3658+0.2617*x 


= 二 


0.6798 0.7322 0.8369 
d=(y(1)-1.6).^2+(y(2)-1.7).^2+(y(3)-2.0).^2 
d = 

3.1363 
显然 ， 与 上 面 的 结果 相 比 误差 要 更 大 。 


实验 三 线性 规划 


问题 : 

在 现实 生活 中 经 常会 遇 到 在 有 限 资源 (如 人 力 、 原 材料、 资金 ) 的 情况 下 ， 如 何 合理 安 
排 ， 从 而 使 效益 达到 最 大 ; 或 者 对 给 定 的 任务 ， 如 何 统筹 安排 现 有 的 资源 去 完成 而 成 本 又 
最 小 。 这 类 现实 中 的 优化 问题 ， 都 可 以 用 线性 规划 的 数学 模型 来 描述 。1947 年 ， 美 国学 者 
丹青 格 给 出 线性 规划 的 一 般 解 法 一 一 单纯 形 方 法 后 ， 线 性 规划 的 理论 和 方法 趋向 于 成 熟 。 
特别 是 计算 机 软件 技术 的 不 断 进步 ， 不 仅 使 最 优化 问题 的 研究 成 为 一 种 迫切 的 现实 需要 ， 
而 且 由 于 有 了 求解 工具 ， 必 将 推动 最 优化 理论 迅速 发 展 ， 使 其 在 科学 管理 中 发 挥 越 来 越 重 
要 的 作用 。 


实验 目的 : 


理解 线性 规划 问题 的 有 关 概 念 ， 学 会 建立 线性 规划 模型 ， 学 会 用 MATLAB 语句 解 线 
性 规划 问题 。 

实验 准备 : 

理解 线性 规划 问题 模型 的 概念 ， 掌 握 以 下 求解 线性 规划 问题 的 MATLAB 语句 。 

Linprog 函数 

功能 : 求解 线性 规划 问题 。 

数学 模型 : 


min 三 zx 
x 


Ax<b 
Aeq'x=beq 
lb < x <ub 
其 中 fx, Aeq b,beq,lb 和 ub 为 向 量 ，4 和 Aeg 为 矩阵 。 
语法 : 
x=linprog(f,A,b,Aeq, beq) 
x= linprog(f,A,b, Aeq, beq,lb,ub) 
x= linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0) 
x= linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,options) 
[x,fval]=linprog(...) 
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[x,fval,exitflag]=linprog(...) 
[x,fval,exitflag,output]=linprog(...) 
[x,fval,exitflag,output,lambda]=linprog(...) 
描述 : 
x=linprog(f, A, b) 求解 问题 min f*x， 约 束 条 件 为 A*x<=b。 
x=linprog(f, A, b, Aeq, beq) 求解 上 面 的 问题 , 但 增加 等 式 约束 4eq*x=beq; 若 没 有 不 等 
式 存在 ， 则 令 A=[], b=[]. 
x=linprog(f, A, b, Aeq, beq, lb, ub) 定义 设计 变量 x 的 下 界 lb 和 上 界 ub, 使 得 x 始终 在 
该 范围 内 ， 若 没有 等 式 约束 ， 则 令 4eq=[ ]，beq=[ ]。 
x=linprog(f, A, b, Aeq, beq, lb, ub, x0) 设置 初 值 为 x0， 该 选项 只 适用 于 中 型 问题 ， 默 
认 时 大 型 算法 将 忽略 初 值 。 
x=linprog(f, A, b, Aeq, beq, Ib, ub, x0, options) 用 options 指定 的 优化 参数 进行 最 小 化 。 
[x, fval]|=linprog(...) 返回 解 x 处 的 目标 函数 值 fval。 
[x, fval, exitflag]=linprog(...) 返回 exitflag 值 ， 描 述 函 数 计算 的 退出 条 件 。 
[x, fval, exitflag, output]=linprog(...) 返回 包含 优化 信息 的 输出 变量 output, 
[x, fval, exitflag, output, lambda]=linprog(...) 将 解 x 处 的 拉 格 郎 日 乘 子 返回 到 1ambda 参 
数 中 。 
变量 : 
lambda 参数 
lambda 参数 是 解 x 处 的 拉 格 郎 日 乘 子 ， 它 有 以 下 一 些 属性 : 
e lambda.lower-lambda 的 下 界 ; 
è lambda.upper-lambda 的 上 界 ; 
© lambda.ineqlin-lambda 的 线性 不 等 式 ; 
e lambda.eqlin-lambda 的 线性 等 式 。 
其 他 参数 意义 同 前 。 
实验 演示 : 
例 1 求解 下 列 规划 问题 : 
目标 函数 ”minf (x)= -5x1- 4x> 6x3 
X, +x, + x, < 20 
3x, +2x, +4x < 42 
3x, +2x, <30 
0 < x,,0 < x, 0 < x, 
用 MATLAB 计算 如 下 : 
>> f=[-5;-4;-6]; 
>> A=[1 11 
324 
320); 
>> b=[20;42;30]; 


约束 条 件 


393 线性 代数 与 线性 规划 191 


>> lb=zeros(3,1); 
>> [x,fval,exitflag,output,lambda]=linprog(f,A.,b,[],[],1b) 
Optimization terminated successfully. 
x= 
0.0000 
15.0000 
3.0000 

fval = 
—78.0000 
exitflag = 
l 


例 2 生产 决策 问题 。 
某 厂 生产 甲乙 两 种 产品 ， 已 知 制 成 一 吨 产品 甲 需 用 资源 4 3 吨 ， 资 源 B 4m”; 制 成 一 
吨 产品 乙 需 用 资源 4 2 吨 ， 资 源 B 6m, ACT 个 单位 。 若 一 吨 产品 甲 和 乙 的 经 济 价值 
分 别 为 7 万 元 和 5 万 元 ，3 种 资源 的 限制 量 分 别 为 90 吨 、200m? 和 210 个 单位 ， 试 决定 应 
生产 这 两 种 产品 各 多 少 吨 才能 使 创造 的 总 经 济 价值 最 高 。 
解 : 令 生 产 产品 甲 的 数量 为 x,， 生 产 产品 乙 的 数量 为 x, 。 由 题 意 可 以 建立 下 面 的 模型 : 
max z = 7x, + 5x, 
3x + 2x, < 90 
4x, + 6x, < 200 
7x, < 210 


x, 2 0,x, > 0 


该 模型 中 要 求 目 标 函 数 最 大 化 ， 需 要 按照 MATLAB 的 要 求 进 行 转换 ， 即 目标 函数 为 
min z = —7x, — 5x, 
用 MATLAB 计算 如 下 : 
>> f=[-7;-5]; 
>> A=[3 2 
46 
07]; 
>> b=[90;200;210]; 
>> lb=zeros(2, 1); 
>> [x,fval,exitflag,output, lambda]=linprog(f,A,b,[],[],1b) 
Optimization terminated successfully. 
x= 
14.0000 
24.0000 
fval = 
-218.0000 
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exitflag = 
1 


由 上 可 知 ， 生 产 甲 种 产品 14 吨 、 乙 种 产品 24 吨 创造 的 总 价值 最 高 ， 为 218 万 元 。 
exitflag=1 表示 过 程 正常 收敛 于 x 处 。 

例 3 投资 问题 。 

某 单位 有 一 批 资金 用 于 4 个 工程 项 目的 投资 ,用 于 各 工程 项 目 时 所 得 到 的 净 收 益 (投入 
资金 的 百分比 ) 如 表 9.2 所 示 。 


表 9.2 净 收 益 表 
工程 项 目 A B C D 
收益 (%) 15 10 8 12 


由 于 某 种 原因 ， 决 定 用 于 项 目 4 的 投资 不 大 于 其 他 各 项 投资 之 和 ; 而 用 于 项 目 妃 和 C 
的 投资 要 大 于 项 目 DD 的 投资 。 试 确定 使 该 单位 收益 最 大 的 投资 分 配方 案 。 

解 : 用 xix2x3 和 x4 分 别 代表 用 于 项 目 4、B、C #l D 的 投资 百分数 ， 由 于 各 项 的 投资 
百分数 之 和 必须 等 于 100%, 所 以 xxr tx +x Ele 

据 题 意 ， 可 以 建立 下 面 的 数学 模型 : 


max z = 0.15x, +0.1x, + 0.08x, +0.12x, 
X, = X, = X; = x, < Ü 
X, + X, — X, > Ü 
X I + X, + x; + x, =] 
x, 2 0,i =1,2,-,4 
将 它 转换 为 标准 形式 : 
min z = —0.15x, — 0.1x, — 0.08x, —0.12x, 
X, — x, —x, — x, < 0 
— X, — Xx, + x, < 0 
X, +X, +X, +X, =1 
x, 2 0,i7=1,2,.…,4 
请 读者 用 MATLAB 自行 完成 计算 : 
4 个 项 目的 投资 百分数 分 别 为 0.50. 025. 0.00 和 0.25 时 ， 可 使 该 单位 获得 最 大 的 收 
益 ， 最 大 收益 为 13%。 
例 4 工件 加 工 任务 分 配 问 题 。 
某 车 间 有 两 台 机 床 甲 和 乙 ， 可 用 于 加 工 3 种 工件 。 假 定 这 两 台 机 床 的 可 用 台 时 数 分 别 
为 700 和 800，3 种 工件 的 数量 分 别 为 300、500 和 400， 且 已 知 用 3 种 不 同 机 床 加 工 单位 
数量 的 不 同 工 件 所 需 的 台 时 数 和 加 工 费 用 如 表 9.3 所 示 ， 问 怎样 分 配 机 床 的 加 工 任务 ， 才 
能 既 满 足 加 工 工件 的 要 求 ， 又 使 总 加 工 费 用 最 低 ? 
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表 9.3 加 工 费 用 表 


Testa E 
l 
P 


解 : 设 在 甲 机 床上 加 工 工件 1，2 和 3 的 数量 分 别 为 x ，x, 和 x,， 在 乙 机 床上 加 工 工 
件 1，2 和 3 的 数量 分 别 为 x, ，x 和 xs 。 根 据 3 种 工件 的 数量 限制 ， 有 


X, + x, = 300( 对 工件 1) 
x, + x, = 500 (对 工件 2) 


X, + x, = 400( 对 工件 3) 
再 根据 机 床 甲 和 乙 的 可 用 台 时 限制 ， 可 以 得 到 其 他 约束 条 件 。 以 总 加 工 费 用 最 少 为 目 
标 函 数 ， 组 合约 束 条 件 ， 可 以 得 到 下 面 的 数学 模型 ; 


min z = 13x, + 9x, +10x, +11x4 +12yx, + 8x, 
x + x, = 300 
x, + x, = 500 
X, + x, = 400 
0.4x, +1.1x, + x, < 700 
0.5x, +1.2x, +1.3x, < 800 
x, 2 07 =1,2,-,6 
用 MATLAB 计算 如 下 : 
>> f=[13;9;10;11;12;8]; 
>> A=[0.41.11000 
0000.5 1.2 1.3]; 
>> b=[700;800]; 
>> Aeq=[1 00100 
010010 
001001]; 
>> beq=[300 500 400]; 
>> lb=zeros(6, 1); 
>>[x,fval,exitflag,output.lambda]=linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb) 
Optimization terminated successfully. 
x= 
0.0000 
500.0000 
0.0000 
300.0000 
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0.0000 

400.0000 
fval = 

1.1000e+004 
exitflag = 

l 


可 见 ， 在 甲 机 床上 加 工 500 个 工件 2, 在 乙 机 床上 加 工 300 ATH 1. JI T: 400 个 工件 
3， 可 在 满足 条 件 的 情况 下 使 总 加 工 费 最 小 为 11000 元 ， 收 敛 正常 。 

例 5 裁 料 问题 。 

在 某 建筑 工程 施工 中 需要 制作 10000 套 钢 筋 , 每 套 钢筋 由 2.9m,2.1m 和 1.5m 三 种 不 同 
长 度 的 钢筋 各 一 根 组 成 ， 它 们 的 直径 和 材质 相同 。 目 前 在 市 场 上 采购 到 的 同类 钢筋 的 长 度 
每 根 均 为 7.4 m， 问 应 购 进 多 少 根 7.4 m 长 的 钢筋 才能 满足 工程 的 需要 ? 

分 析 共 有 多 少 种 不 同 的 裁减 方法 ， 该 问题 的 可 能 材料 方案 如 表 9.4 所 示 。 


表 9.4 材料 方案 表 
TEHKE m _ 裁 料 方案 编号 / 


l 2 3 4 5 6 7 8 
2.9 2 1 l l 0 0 0 0 
2.1 0 2 l 0 3 2 l 0 
1.5 l 0 l 3 0 2 3 4 
料 头 长 (m) 0.1 0.3 0.9 0 1.1 0.2 0.8 1.4 
解 : 设 以 x(i=1,2,…,8) 表示 按 第 i 种 裁 料 方案 下 料 的 原材料 数量 ， 则 可 得 该 问题 的 数 


字模 型 : 


min z = x, + x, + X; + X, + X; + Xs + X; + Xs 
2x, + x, + x; + x, =10000 
2x, + x, + 3x; + 2x, + x, =10000 
X, + x; + 3x, + 2x, + 3x, + 4xs =10000 
x, 2 0,i=12,-....8 
用 MATLAB 计算 如 下 : 
f[1;1;1;1;1;1;1;1]; 
Aeq=[21110000 
02103210 
10130234); 
beq=[10000 10000 10000]; 
Ib=zeros(8,1); 
[x,fval,exitflag,output.lambda]=linprog(f,[],[],Aeq,beq,lb) 
Optimization terminated successfully. 


x= 
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1.0e+003 * 
2.2526 
3.7474 
0.0000 
1.7474 
0.0000 
1.2526 
0.0000 
0.0000 
fval = 
9.0000e+003 
exitflag = 
1 


所 以 最 节省 的 情况 需要 购 进 9000 根 7.4m 长 的 钢筋 ， 其 中 第 1 种 方 案 使 用 2253 根 ， 
第 2 种 方案 使 用 3747 根 ， 第 4 种 方案 使 用 1747 根 ， 第 6 种 方案 使 用 1253 根 。 

例 6 工作 人 员 计 划 安 排 问题 

某 异 夜 服务 的 公共 交通 系统 每 天 各 时 间 段 (每 4 小 时 为 一 个 时 间 段 ) 所 需 的 值班 人 数 如 
` & 9.5 所 示 , 这 些 值 班 人 员 在 某 一 时 段 开 始 上 班 后 要 连续 工作 8 个 小 时 (包括 轮流 用 餐 时 间 )， 
问 该 公交 系统 至 少 需要 多 少 名 工作 人 员 才 能 满足 值班 的 需要 。 


表 9.5 所 需 人 数 
班 次 时 间 段 所 需 人 数 
1 6:00 一 10:00 60 
2 10:00—14:00 70 
3 14:00—18:00 60 
4 18:00— 22:00 50 
5 22:00—2:00 20 
6 2:00—6:00 30 


解 : 设 x; 为 第 i 个 时 间 段 开始 上 班 的 人 员 数 ， 据 题 意 建立 下 面 的 数学 模型 : 


min z = x, + x; + X; + X, + X; + Xç 
x, + xs > 60 

x, + x, > 70 

x, + x, 2 60 

X, + x, 250 

x, + x, > 20 

x; + xç > 30 

x 20,i=1,2,:-.,6 
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将 它 转换 为 标准 形式 ; 


min z = x, + X, + X; + X, +T X, + Xi 
— x, — x, < —60 
-x ~x, < -70 
— x, — x, < —60 
=x, — x, <—50 
— x, — x, < —20 
= x, — xç < —30 
x; >0,i=1,2,.…,6 
用 MATLAB 计算 如 下 : 
>> f=[1;1;1;1;1;1]; 
>> A=[-1 0000-1 
-1 -10000 
0-1-1000 
00-1-100 
000-1-10 
0000-1-1]; 
>> b=[-60;-70;-60;-50;-20;-30]; 
>> lb=zeros(6,1); 
>> [x,fval,exitflag,output,lambda]=linprog(f,A,b,[],[],1b) 
Optimization terminated successfully. 
x= 
41.9176 
28.0824 
35.0494 
14.9506 
9.8606 
20.1394 
fval = 
150.0000 
exitflag = 
1] 


可 见 ， 只 要 6 个 时 段 分 别 安排 42 ÀX. 28 ÀN. 35 ÀN. 15 A. 10 人 和 20 人 就 可 以 满足 
值班 的 需要 ， 共 计 150 AA, WERA. 

例 7 厂址 选择 问题 。 

考虑 A. B. C 三 地 ， 每 地 都 出 产 一 定数 量 的 原料 ， 也 消耗 一 定数 量 的 产品 ， 见 表 9.6 
所 示 。 已 知 制 成 每 吨 产 品 需 3 吨 原料 ， 各 地 之 间 的 距离 为 : 4-B: 150km, A-C: 100km, 
B-C: 200km。 假 定 每 万 吨 原料 运输 1 km 的 运 价 是 5000 元 ， 每 万 吨 产品 运输 1 km 的 运 价 


T E SP n as 7 


设 厂 ， 规 模 多 大 ， 才 能 使 总 费用 最 小 ? 另外 ， 由 于 其 他 条 件 限 制 ， EBE ARCE 
的 产品 数量 ) 不 能 超过 5 万 吨 。 


表 9.6 产品 表 
地 点 年 产 原料 (万 吨 ) 年 销 产 品 (万 吨 ) 生产 费用 (万 元 /万 吨 ) 
A 20 T 150 
B 16 13 120 
C 24 0 100 


解 : < x, 为 由 i 地 运 到 j 地 的 原料 数量 (万 吨 )，y, 为 由 i 地 运往 j 地 的 产品 数量 (万 吨 )， 
ij 六 12,3( 分 别 对 应 A. B. C 三 地 )。 根 据 题 意 ， 可 以 建立 问题 的 数学 模型 (其 中 目标 函数 包 
括 原材料 运输 费 、 产 品 运 输 费 和 生产 费 ): 


min z = 75x,, + 75x;, + 50x,; + 50x;, +100x,, +100x,, 
+150y/, +240y,, +210y, +120y,, +160y;, + 220y;, 
3y t3y + Xz + Xy X, — Xt S 20 

3y, t3y — X2 tX) +X, x, S16 

3yy +3Y3 一 2 ~ X23 + X31 + X, < 24 

Ya t si t yy = 7 

Yo t yx t) =13 

ya t yo S5 

x; > 0,i, j =1,2.3;i z j 

y; 2 0,i =1,2,3; j = 1,2 


用 MATLAB 计算 如 下 : 
>> f=[75;75;50;50;100;100;150;240;210;120;160;220]; 
>> A=[1-11-100330000 
-11001-1003300 
00-11-11000033 
000000001100]; 
>> b=[20;16;24;5]; 
>> Aeq=[000000101010 
000000010101]; 
>> beq=[7;13]; 
>> lb=zeros(12,1); 
>> [x,fval,exitflag,output,lambda]=linprog(f,A,b,Aeq,beq,1b) 
Optimization terminated successfully. 
x= 
0.0000 
1.0000 
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0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
7.0000 
0.0000 
0.0000 
5.0000 
0.0000 
8.0000 
fval = 
3.4850e+003 
exitflag = 
1 


要 使 总 费用 最 小 ， 需 要 B 地 向 4 地 运送 1 万 吨 ，4、B、C 三 地 的 建 三 规模 分 别 为 7 万 
吨 、5 万 吨 和 8 万 吨 ， 最 小 总 费用 为 3485 万 元 。 | 

例 8 确定 职工 编制 问题 。 

某 厂 每 日 8 小 时 的 产量 不 低 于 1800 件 。 为 了 进行 质量 控制 ， 计 划 聘 请 两 种 不 同 水 平 的 
检验 员 。 一 级 检验 员 的 标准 为 : 速度 25 件 / 小 时 ， 正 确 率 98%， 计 时 工资 4 元 /小 时 ;二 级 
检验 员 的 标准 为 : 速度 15 件 /小 时 ， 正 确 率 95%， 计 时 工资 3 元 /小 时 。 检 验 员 每 错 检 一 次 ， 
工厂 要 损失 2 元 。 为 使 总 检验 费用 最 省 ， 该 工厂 应 聘 一 级 、 二 级 检验 员 各 多 少 名 ? 

解 : 设 需要 一 级 和 二 级 检验 员 的 人 数 分 别 为 xl 和 x2 名， 每 个 一 级 检验 员 实 际 每 天 费 
用 为 4*8+25*8x2%*2=40 元 ， 每 个 二 级 检验 员 实 际 每 天 费用 为 3*8+15*8*5%*2=36 元 ， 所 
以 建立 下 面 的 模型 : 

minz = 40x, + 36x, 
x <8 
x, <10 
5x, +3x, > 45 
x, > 0,x, > 0 
将 它 转换 为 标准 形式 : 
min z = 40x, + 36x, 
x <8 
x, <10 
-5x —3x, < —45 
x, > 0, x, > 0 

请 读者 在 MATLAB 中 自行 完成 计算 。 

招聘 一 级 检验 员 8 名 、 二 级 检验 员 2 名 可 使 总 检验 费 最 省 , 约 为 380.00 元 ,计算 收 和 敛 。 
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例 9 生产 计划 的 最 优化 问题 。 
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某 工 厂 生产 4 和 8B 两 种 产品 ， 它 们 需要 经 过 3 种 设备 的 加 工 ， 其 工时 如 表 9.7 所 示 。 
设备 一 、 二 和 三 每 天 可 使 用 的 时 间 分 别 不 超过 12. 10 和 8 小 时 。 产 品 A 和 8B 的 利润 随 市 
场 的 需求 有 所 波动 ， 如 果 预 测 未 来 某 个 时 期 内 4 和 8B 的 利润 分 别 4000 元 / 吨 和 3000 元 / 吨 ， 


问 每 天 应 安排 产品 A. B 各 多 少 吨 ， 才 能 使 工厂 获 利 最 大 ? 
表 9.7 产品 吨 数 表 


产 品 设备 一 设备 二 
A( 小 时 / 吨 ) 3 3 

B( 小 时 / 吨 ) 4 3 
设备 每 天 最 多 可 
工作 时 数 ( 小 时 ) 


解 : 设 每 天 应 安排 生产 产品 4 和 8B 分 别 为 xi 吨 和 xs 吨 ， 由 题 意 建立 下 面 的 数学 模型 : 


max z = 4x, + 3x, 


3x, + 4x, <12 
3x, +3x <10 
4x +2x, <8 
x 20,x, 20 
将 它 转换 为 标准 形式 : 
min z = —x, — 3x, 
3x, + 4x, <12 
3x, +3x <10 
4x +2x, <8 
x 2 0,x, > 0 
用 MATLAB 计算 如 下 : 
>> f=[-4;-3]; 
>> A=[3 4 
33 
42]; 


>> b=[12;10;8]; 
>> lb=zeros(2,1); 
>> [x,fval,exitflag,output,lambda]=linprog(f,A,b,[],[],1b) 
Optimization terminated successfully. 
x= 
0.8000 
2.4000 
fval = 


-10.4000 
exitflag = 
1 


所 以 ， 每 天 生产 4 产品 0.8 BË. B 产品 2.4 吨 可 使 工厂 获得 最 大 利润 。 
实验 四 ”投资 决策 一 一 非 线 性 规划 


问题 : 

线性 规划 的 目标 函数 和 约束 条 件 都 是 其 自 变 量 的 线性 函数 ， 如 果 目 标 函 数 或 约束 条 件 
包含 自 变量 的 非 线 性 函数 ， 则 这 样 的 规划 问题 就 属于 非 线性 规划 。 非 线性 规划 也 是 我 们 进 
行 科 学 管理 的 常用 工具 。 

实验 目的 : 

学 会 用 MATLAB 语句 求解 非 线 性 规划 问题 。 

实验 准备 : 

理解 以 下 求解 非 线性 规划 的 MATLAB 语句 的 用 法 : 

语法 : 

x=fmincon(fun,x0) 

x= fmincon(fun,x0,A,b) 

x= fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq) 

x= fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,l1b,ub) 

x= fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub,options) 

[x,fval]= fmincon(...) 

说 明 : 

fun: 目标 函数 ; 

x0: RIE; 

options: 设置 优化 选项 参数 ; 

fval: 返 回 目标 函数 在 最 优 解 x 点 的 函数 值 ; 

exitflag: 返 回 算法 的 终止 标志 。 

实验 演示 : 

非 线性 规划 的 模型 为 : min F(x) 

st G(X<0 
X=0 

rR X A n 维 变 元 向 量 ，G(X) 为 m 维 非 线 性 函数 组 成 的 向 量 ,用 MATLAB 求解 上 述 问 

题 基本 步骤 分 为 两 步 : 
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1. 建立 函数 形式 的 M 文件 fun .m 

function [f,g] = fun(X); 

f= F(X); 

g = [G1(X);G2(X);...;Gm(X)] 

2. 在 命令 窗口 输入 求解 非 线性 规划 的 命令 

基本 命令 格式 如 本 实验 准备 中 作 的 部 分 介绍 。 

x, < 400 

1.1x + x, < 440 

例 1 已 知 : 1.21x +1.1x, + x, < 484 

1.331x +1.21x, + 1.1x, + x, < 532.4 

Xis X,,X,;, X, > Ü 


求解 满足 maxf= Jx, + Jx; + Jx; + Jx, 的 x， 其 中 i= 1,2,3,4。 
解 : 
按 MATLAB 的 规定 要 求 目标 函数 的 最 小 值 : 
min- Jx, - Jx -4x -47x4 ; 
在 MATLAB 中 解答 如 下 : 
建立 M 文件 一 totle.m: 
function y=totle(x) 
y=-sqrt(x(1))-sqrt(x(2))-sqrt(x(3))-sqrt(x(4)); 
再 输入 以 下 命令 : 
A=[1.1 100;1.21 1.1 10;1.331 1.21 1.1 1]; 
b=[440;484;532.4]; 
lb=zeros(4,1); 
ub=[400;1000;1000;1000]; 
x0=[100;100;100;100]; 
[x,fval]=fmincon('totle',x0,A.,b,[],[],ib,ub) 
Optimization terminated successfully: 
Magnitude of directional derivative in search direction 
less than 2*options.TolFun and maximum constraint violation 
Is less than options.TolCon 
Active Constraints: 
11 


84.2345 

107.6351 

128.9034 

148.2397 
fval = 
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-43.0821 

B|] xy=84.2345,x==107.6351,x,=128.9034,xz=148.2397 时 maxf = 43.0821。 

例 2 (投资 问题 ) 假 设 某 公 司 在 下 一 个 计划 期 内 可 用 于 投资 的 总 资本 为 4000 万 元 ， 可 
供 选 择 的 投资 项 目 共 有 6 个， 分 别 记 为 j= 1，2，3，4，5，6。 已 知 对 第 7 个 项 目的 投资 总 
额 为 w 万 元 ， 而 收益 总 额 为 5 万 元 。 问 如 何 进 行 投资 ， 才 能 使 利润 率 最 高 ? 

提示 : 设 投 资 决策 变量 : 

_ J 车 对 第 ;个 项 目 投资 

i i 若 不 对 第 /个 项 目 投资 

则 该 问题 可 归结 为 求 变量 x; (j= 123456) ,使 利润 率 最 高 。 这 个 问题 留 给 读者 完 
成 。 


(j= 1,2,3,4,5,6) 


1 1P 
(4) |0 1 1⁄1. 
0 0 1 
2. 解 线性 方程 组 : 
x, + x, —2x, = —3 
2x, + x, —x, =l 
X, — x, + 3x, = 8 


3. AK FIERET, AA, MRE 4 。 


j a i 
() 4=|0 -1 0|; 


0 2 1 


4 -3 2 
D A4=|-3 3 -2|; 
1 -1 1 
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(3) A= 


O O ww N 


(4) A= 


N N= oO S Q 
bb 一 一 ID Q + 


l 1 1 
利用 方程 组 的 秩 判断 下 列 线性 方程 组 解 的 情况 ， 若 有 解 则 求解 ， 对 无 穷 多 解 ， 请 
写 出 基础 解 系 。 
XI + x, + 2x, =], 
(1) 12x =x, + 2x, = 4, 
4x, + x, + 4x, = 2; 
x, + 2x, =], 
(2) 42x, + x, + 5x, = -1, 
X, — x, + x, = 4; 
X, + X; + X; + x, = 7, 
G) | 3x, + 2x, + x, + x, = —2, 
Sxi + 4x, + 3x, + 3x4 =12, 
x, + 2x, + 2x, = 23; 
X, — 2x, + 3x,; — x, = 2, 
(4) 43x, 一 +5x,-—3x, = 6, 
2x, + x, +2x, 一 2X4 = 8; 
试 求 下 列 方 程 组 的 最 小 二 乘 解 : 
2x, — x, = 3, 
(1) 43x, + x, = 4, 
x, + 2x; = 2; 
3x, + 2x, = 3, 
(2) x, + x, = 2, 
2x, + 3x, = 4, 
求解 下 列 线性 规划 问题 : 
min z = —x, + 2x, —X;, 
0) 一 2X + x, + x, < 4, 
x, + 2x, < 6, 
x, 2 0,(i =1,2,3), 
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max z = 3x, — x, 一 六， 
x, —2x, + x, <11, 

(2) 4-4x +x + 2x,; > 3, 
=2x +% =l, 
x, 2 0,(i =1,2,3), 
minz=3x 十 6x +9X13 +6x, +11x,, +16x,,, 
Xa + X; + X, = 29, 
Xi, + x, = 20, 

G ` Ea =18, 
x), + Xs =12, 
x; 2 0,G = 1,2; j =1,2,3), 


7. 某 投资 公司 用 1000 万 元 的 资金 对 A. 两 个 企业 投资 。 对 企业 A 每 投资 1 万 元 ， 
一 年 后 公司 可 获 利 0.7 万 元 ;对 企业 B 每 投资 1 万 元 ,两 年 后 公司 可 获 利 2 万 元 。 
对 企业 4 每 次 投资 期 限 必须 是 一 年 ， 对 企业 B 每 次 投资 期 限 必须 是 两 年 ， 到 期 结 
算 后 ， 以 本 利和 作为 资金 继续 对 A. B 两 个 企业 投资 。 公 司 应 如 何 投 资 ， 使 得 在 
第 三 年 底 收入 最 高 ? 

8. 农场 4、B 生产 粮食 分 别 为 23 万 吨 、27 万 吨 ， 城 市 甲 、 乙 、 丙 需要 粮食 分 别 为 
17 万 吨 、18 万 吨 、15 万 吨 。 要 将 农场 4、B 生产 的 粮食 运往 城市 甲 、 乙 、 丙 ， 农 
场 4 到 城市 甲 、 乙 、 丙 每 万 吨 粮 食 的 运 价 分 别 为 50 万 元 、60 万 元 、70 万 元 ， 农 
J B 到 城市 甲 、 乙 、 丙 每 万 吨 粮 食 的 运 价 分 别 为 60 万 元 、110 万 元 、160 万 元 。 
粮食 部 门 应 如 何 组 织 运输 ， 使 得 总 运费 最 省 ? 

9. 某 实验 养 鸡 场 进行 肘 胎 生长 的 研究 ， 测 得 5 一 18 日 鸡 龄 胚 重 的 资料 如 下 : 


RES 5 6 7 8 9 10 11 12 
重量 (g) 0. 250 0. 498 0. 846 1. 288 1. 656 2. 662 3. 100 4. 579 
日 龄 13 14 15 16 17 18 


重量 (g) 6. 518 7. 486 9. 948 14. 522 15. 610 19. 914 


已 知 日 龄 ! 与 胚 重 》 的 关系 为 yeto UOK H cos o KME, mH y 与 1 的 拟 合 曲线 ， 
并 预测 20 天 时 胚胎 重量 。 
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实验 一 ”随机 事件 的 概率 


问题 : 

在 社会 生活 与 生产 活动 中 存在 着 大 量 的 随机 现象 ， 虽 然 这 种 现象 具有 偶然 性 ， 但 它 确 
实 存在 一 定 的 统计 规律 性 ， 概 率 论 就 是 一 门 研究 随机 现象 统计 规律 性 的 数学 分 支 。 通 过 本 
实验 ， 利 用 样本 空间 、 事 件 等 基本 概念 对 随机 现象 作 了 描述 ， 在 此 基础 上 展开 求 各 种 运算 
关系 的 事件 概率 的 讨论 。 

实验 目的 : 

学 会 用 Mathcad 语句 求 加 法 事件 、 乘 法 事件 的 概率 、 条 件 概率 ， 进 而 利用 事件 的 独立 
性 、 全 概率 公式 、 贝 叶 斯 公式 求 相 关 事 件 的 概率 。 

实验 准备 : 

熟悉 随机 事件 及 其 概率 的 概念 ， 概 率 的 加 法 法 则 、 乘 法 法 则 、 独 立 试验 、 独 立 事件 的 
概念 ， 同 时 还 要 熟悉 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 定理 。 

本 实验 所 用 Mathcad 的 主要 命令 : 

permut(n,k): 计算 排列 数 P* 的 函数 ; 

combin(n,k): 计算 组 合 数 CÉ 的 函数 。 


实验 演示 : 

例 1 50 个 产品 中 有 46 个 合格 品 ， 从 中 任 取 3 件 ， 求 其 中 有 废品 的 概率 。 
解 ， 设 事件 4 表示 取 到 的 3 个 产品 中 有 废品 ， 则 

0 

在 Mathcad 工作 界面 里 ， 调 用 内 部 组 合 函数 ， 计 算 如 下 ; 

1.3 L a 


(1) 


0 
_ | 0.21122449 
0.01408163 
0.00020408 


P(A):=0+0.211224+0.014082+0.000204 
在 Mathcad 中 计算 得 P(A4)=0.225510 (3) 


(2) 


— . .  __  _.. ....... LLL R: 
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所 以 任 取 3 件 有 废品 的 概率 为 0.225510. 
(Ri 说 明 ”以 上 (1) 式 中 的 “等 号 ”是 Mathcad 中 的 文本 区 域 ( 红 色 编 辑 线 ) 中 的 等 号 ， 没 


有 计算 作用 ， 只 表示 相等 关系 ; (2)，(3) 式 中 的 等 号 是 键盘 等 号 ， 具 有 计算 作 
J). 


例 2 12 个 乒乓 球 中 有 9 个 新 球 ，3 个 旧 球 ， 第 一 次 比赛 时 取出 3 个 球 用 完 后 放 回 去 ， 
求 第 二 次 取 到 的 3 个 球 中 有 2 个 是 新 球 的 概率 。 
解 : 设 事件 4; 为 第 一 次 取 到 i 个 新 球 (=0,1,2,3)，B 为 第 二 次 取 到 2 个 新 球 ， 所 以 由 
全 概率 公式 得 P(B)= P(40)P(B | 40)+P(41)P(B | AD+P(A2)P(B | 42)+P(A3)P(B | 43) 
CC 
=— + + 十 一 一 
Cià Ce Ch Cù Cu Ci Ch Ch 
在 Mathcad 中 操作 如 下 : 
先 定义 事件 B 的 概率 : 
combin(9,1): combin(3,2) - combin(8,2) - combin(4,1): : 
_2 | + combin(9,2) : combin(3,1) - combin(7,2) : combin(5,1)-- 
+ combin(9,3) - combin(6,2) - combin(6,1):: 
+ combin(9,0) - combin(9,2) - combin(3,1) 
再 在 数学 区 域 下 ( 蓝 色 编辑 线 ) 用 键盘 “=” 进 行 计算 : 
PB=455.20661157x10 ° , 
例 3 ”一 批 产品 共有 200 个 ， 有 7 个 废品 ， 从 中 任 取 6 件 产品 ， 求 (1) 其 中 恰 有 大 件 废 
品 的 概率 ; (2) 废 品 数 不 超 过 4 件 的 概率 。 
解 : 设 事件 4 为 6 件 产品 恰 有 K(k=0,1,2,…,6) 件 废品 , 事件 B 为 6 件 产品 中 废品 数 不 超 


PB:=(combin(12,3)) 


过 4 件 ， 则 
Kf"6-k 
(1) P(A)= Cr Cw- | k=0,1,2,…, 6 
C200 
用 Mathcad 计算 的 操作 过 程 如 下 : 
先 定 义 事件 4 的 概率 : 
人 -0 6 Pi cuma (O op 26k) 
combin(200,6) 
再 在 数学 区 域 下 ( 蓝 色 编辑 线 ) 用 键盘 “=” 进 行 计算 : 
0.8053042445 
0.1799083951 
0.0142784441 
PA= | 0.0005009980 
0.0000078691 
0.0000000492 
0.0000000001 


请 读者 自己 回答 问题 。 
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(2) 废品 数 不 超 过 4 件 的 概率 用 Mathcad 计算 的 操作 过 程 如 下 : 
先 定义 事件 B 的 概率 : PB:=》 PA, | 


下 在 数学 区 域 下 ( 蓝 色 编辑 线 ) 用 键盘 “=” 进 行 计算 : PB=0.4552066116。 

例 4 发 报 台 分 别 以 概率 0.6 和 0.4 发 出 信号 “.” 及 “一 ”。 由 于 通讯 系统 受到 干扰 ， 
当 发 出 信号 “:” 时 ， 收 报 台 分 别 以 概率 0.8 和 0.2 收 到 “:” 及 “一 ”; 当 发 出 信号“ 一” 
时 ， 收 报 台 分 别 以 概率 0.1 和 0.9 收 到 “:” 及 “一 ” 。 求 当 收报 台 收 到 “.” 了 时 ， 发 报 台 确 
系 发 出 信号 “.” 的 概率 ; 收 到 “一 ”时 ， 发 报 各 确 系 发 出 信号 号 “一 ”的 概率 。 

M: 设 4={ 发 出 “:”}，4x={ 发 出 “一 ”}，B={ 收 到 “.”}，B1={ 收 到 “一 ”); 

依 题 意 ， 有 : 

P(A1)=0.6, P(42)=0.4 ; P(B | A1)=0.8, P(B1 | 40D=0.2 , 

P(B1 | 42)= 0.9 , P(B | 42)=0.1， 得 : 


P(A; | B)= LUPOM (1) P(A4; | B1)= POEA (2) 
$. P(A): PBA) > P(A): P(B|JA) 

用 Mathcad 计算 的 操作 过 程 如 下 : 

先 定义 各 事件 的 概率 值 : 

PAI:=0.6 PA=04 PBAI:=0.8 PBIA1:=0.2 PB1A;y:=0.9 PBA,:=0.1 

PAIB:= ATAMA (3) pA2B1:= ie ELA (4) 
SPA - PBA, SPA . PB1A, 

再 在 数学 区 域 下 ( 蓝 色 编辑 线 ) 用 键盘 “=” 进 行 计算 : 

PA1B=923.07692308x 10? PA2B1=750x10 ° 


所 以 ， 收 报 台 收 到 “:” 时 ， 发 报 台 确 系 发 出 信号 “.” 的 概率 为 0.923; 收 到 “一 ”时 ， 
发 报 台 确 系 发 出 信号 “一 ”的 概率 为 0.75。 

(1)、(2) 所 表示 的 条 件 概 率 分 别 对 应 Mathcad 环境 下 (3)、(4) 的 条 件 概 率 ，(3)、(4) 左 边 
的 函数 名 是 Mathcad 系统 下 的 条 件 概率 函数 名 。 


实验 二 ”随机 变量 的 概率 分 布 


问题 : 

在 前 面 对 随 机 事件 发 生 规律 的 研究 中 ， 我 们 对 随机 事件 的 描述 仅仅 停留 在 定性 描述 上 
面 ， 这 对 于 进一步 深入 研究 随机 现象 是 十 分 不 利 的 ， 因 此 如 何 采用 定量 的 方法 来 研究 随机 
现象 就 是 我 们 面临 的 一 个 新 问题 。 随 机 变量 的 引入 为 人 们 描述 各 种 随机 现象 ， 研 究 它们 的 
性 质 、 规 律 等 带 来 了 极 大 的 方便 ， 随 机 变量 概念 的 建立 为 概率 统计 学 科 的 发 展 莫 定 了 坚实 
的 基础 。 本 实验 介绍 用 Mathcad 软件 研究 随机 变量 取 值 的 概率 及 其 概率 分 布 。 
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实验 目的 : 

了 解 Mathcad 中 常见 离散 型 、 连 续 型 随机 变量 的 概率 密度 函数 的 表达 方法 ， 学 会 用 密 
度 函 数 求 分 布 律 以 及 掌握 上 述 方法 的 实际 应 用 。 

实验 准备 ， 

概率 密度 函数 是 刻画 随机 变量 变化 规律 的 函数 ， 在 Mathcad 2001 的 函数 库 中 概率 密度 
函数 需 以 字母 q 起头， 接着 写 出 随机 变量 名 的 简称 。 例 如 服从 泊 松 (Poissom) 分 布 的 随机 变 
量 的 概率 密度 函数 记 为 : dpois。 以 下 给 出 常见 的 离散 型 、 连 续 型 随机 变量 的 概率 密度 函数 
在 Mathcad 中 的 函数 名 ,如 表 10.1、 表 10.2 所 示 。 至 于 函数 表达 式 ， 可 以 在 任何 一 本 关于 
概率 的 课本 中 查 到 ， 在 此 不 再 著述 。 


表 10.1 常见 离散 型 随机 变量 的 概率 函数 表 


分 布 函数 分 布 名 称 随机 变量 x 及 参数 取 值 范围 
dbinom(k,n,p) 二 项 分 布 kW 0,1…,nn 为 正 整 数 ，0<p<1 
dgeom(k,p) 几何 分 布 大 取 大 于 零 的 整数 ,0<p<1 
dhypergeom(k,a,b,n) 超 几 何 分 布 K< a,a,b,n 均 为 正 整数 , 且 a> b,n 
dpois(k,a) 泊 松 分 布 大 取 非 负 整数 值 ,a>0 
表 10.2 常见 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 函数 表 

分 布 函 数 分 布 名 称 随机 变量 及 参数 取 值 范围 
dhisq(x,a) x Yrd x > 0;a 为 正 整 数 
dorm(x,a,b) 正 态 分 布 x,a 为 任意 实数 ;b>0 
dxp(x,)) 指数 分 布 x > 0; 和 >0 
dnif(x,a,b 均匀 分 布 A<x<bab 为 任意 实数 

实验 演示 : 

1. 二 项 分 布 

若 随机 变量 的 概率 分 布 律 为 ; 


b(k>n p)}=P{č&k}= C} ptq™ (k=0,1,2,…， n)0<p<1 ? q=1-p; 则 称 Š 服从 参数 np 的 二 项 
分 布 。 


2. 超 几 何 分 布 
如 果 在 入 件 产 品 中 有 DD 件 不 合格 品 ,， 从 中 任 取 nn 件 , 每 次 取 一 件 , 无 放 回 地 连 取 n IX, 
记 其 中 不 合格 品 数 为 随机 变量 学 则 “ 取 值 的 概率 为 : 
CECU 
Pička} (k=0,1,2; n) 
h 
称 随 机 变量 “服从 超 几 何 分 布 ; 若 有 放 回 地 抽取 ， 则 “服从 二 项 分 布 。 当 Nokt, #8 
几何 分 布 以 二 项 分 布 为 极限 。 
例 1 100 件 产品 中 有 95 件 合 格 品 ,5 件 次 品 , 现 从 中 随机 地 抽取 10 件 , 每 次 取 1 件 ， 
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令 上 表示 抽取 的 10 件 产品 中 的 次 品 数 : 
(1) 车 有 放 回 地 抽取 ， 求 的 分 布 律 ; 
(2) 车 无 放 回 地 抽取 ， 求 < 的 分 布 律 ; 
(3) 对 以 上 两 种 抽样 分 别 求 10 件 产品 中 至 少 有 2 件 次 品 的 概率 。 
解 : 
(1) 设 4={ 取 得 次 品 }， 则 p=P(4)=0.05, g=p( A )=0.95 , 且 #~b(k,10,0.05) 
P(A=C3,(0.05)*(0.95)°* (k=0,1,2,:::, 10) 
在 Mathcad 中 计算 如 下 : k:=0..10 P, :=dbinom(k,10,0.05) 


一 

9 
分 布 律 也 可 以 按 如 下 方法 用 一 个 转 轩 矩阵 来 表示 ， 它 是 一 个 电子 表格 ， 在 表格 上 
按 住 鼠 标 左 键 ， 拖 动 深 动 条 ， 就 可 以 看 到 分 布 律 的 全 貌 。 


N ES oe PSSI | 
rr- ol 636] ool ol o] 6994 05 


(2) 因为 是 无 放 回 抽取 ,，& 的 可 能 取 值 为 0，1，2，3，4，5， 所 以 < 服从 超 几 何 分 布 ， 
k ~10-k 
分 布 律 为 : p= = SC (k=0,1,2,3,4,5) k:=0..5 


100 


dhypergeom (k, 5,95, 10) : 


至 此 已 不 难 写 出 分 布 律 了 ， 在 此 省 略 分 布 律 不 写 。 
(3) 有 放 回 抽取 时 至 少 有 2 件 次 品 的 概率 为 : 
l P1 (2 2}=1-P1(¢<2)=1-P1(#&=0}P1(&1) 
Æ Mathcad 中 计算 如 下 : 
P1:=1-0.599-0.315 , Pl=86x10 ? 
无 放 回 抽取 时 至 少 有 2 件 次 品 的 概率 为 : 
P2(Z> 2)=1-P2(¿<2)=1-P2(Z=0)-P2(¿=1) 
在 Mathcad 中 计算 如 下 : 
P2:=1-0.584-0339  P2=0.077 

3. 泊 松 分 布 

有 人 把 泊 松 分 布 比喻 为 构造 随机 现象 的 “基本 粒子 ”之 一 ， 因 为 在 现实 世界 中 许多 随 
机 变量 近似 地 服从 泊 松 分 布 。 例 如 ， 某 一 时 间 内 电话 交换 台 收 到 的 呼唤 次 数 ， 一段 布 上 的 
疯 点 数 ， 一 块 土地 上 的 害虫 数 ， 某 保险 业务 的 索赔 数 等 等 。 

泊 松 定理 表明 ， 当 二 项 分 布 B(kn,p) 中 的 n 充分 大 而 p 很 小 时 ， 服 从 二 项 分 布 B(k,n,p) 
的 随机 变量 近似 地 服从 泊 松 分 布 PA) R 人 =np， 


k 
E PEOC, p d- p) =E et 0>0 人 01 O<p<lne M) 


例 2 在 保险 公司 里 有 2500 名 同一 年 龄 和 同一 社会 阶层 的 人 参加 了 人 寿 保险 ， 在 一 年 
中 每 个 人 死亡 的 概率 为 0.002， 每 个 参加 保险 的 人 在 1 月 1 日 需 交 12 元 保险 费 ， 而 在 死亡 
时 家 属 可 以 从 保险 公司 里 领取 2000 元 赔偿 金 ， 求 : 

(1) 保险 公司 亏本 的 概率 ; 

(2) 保险 公司 获 利 分 别 不 少 于 10000 元 和 20000 元 的 概率 。 

解 : 
(1) 保 险 公司 每 年 总 收入 为 ，12x2500=30000 元 。 设 一 年 中 死亡 人 数 为 <， 则 
~ 一 8(2500，0.002)， 保 险 公司 在 这 一 年 中 应 付出 2000¢ 元 ， 当 2000430000 时 ， 即 
心 15( 人 ) 时 ， 保 险 公司 亏本 的 概率 为 
p=P(e>15)= 》 C2000.002* x 0.998 


这 一 计算 用 人 工 操 作 是 不 可 企及 的 ,即使 通过 求 对 立 事件 的 概率 ， 计 算 量 也 是 很 大 的 。 
下 面 用 Mathcad 中 的 二 项 分 布 的 概率 函数 计算 以 上 事件 的 概率 。 
P= > dbinom(k,2500,0.002) , P=67.44843594x10 Š 


即 保险 公司 在 一 年 里 亏本 的 概率 为 0.00006745， 这 个 概率 是 很 小 的 。 因 为 n 很 大 , p 
又 很 小 ， 因 此 用 参数 为 4=np=2500x0.002=5 的 泊 松 分 布 近似 代替 二 项 分 布 ， 则 有 : 
15 Ate% 
KEDE 3i 
用 Mathcad 中 的 泊 松 分 布 概率 函数 计算 如 下 : n:=2500 p:=0.002 XA:=n:p 


15 
pl:=) dpois(k,4) ,  p1=999.93099176x10 2? 
k=0 
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所 以 P(e>1$)=1-0.999931=0.000069， 这 与 二 项 分 布 的 计算 结果 只 差 0.0000016。 
(2) 用 Mathcad 中 的 概率 函数 计算 如 下 : 
P( 保 险 公司 获 利 不 少 于 10000 元 )=P(30000-2000¢> 10000)= 


Š 10 k -5 
P(E< 10)= $ Choo 0.002* x 0.998 = X° 5 ° 
a par] : 


10 
P:= X` dbinom(k,2500.0.002),— P=986.39533163x10 ° 


k+0 
用 泊 松 分 布 计算 如 下 : 
10 
n:=2500 P:=0.002  A:=n'p pl:= >》 dpois(k, A) , pl=986.3047614x10 `. 
k=0 
即 保险 公司 获 利 不 少 于 10000 元 的 概率 在 98% 以 上 。 
P( 保 险 公司 获 利 不 少 于 20000 元 )=P(30000-2000<> 20000)= 


5 5 k -s 
PES 5)= 》 Cho 0.002 x 0.998 = 》， s 5 
k=0 k=0 Ë) 


5 
P2:= 》 dpois(k, 4) ,p2=615.96065483x10™ 
k=0 


即 保险 公司 获 利 不 少 于 20000 元 的 概率 在 61% 以 上 。 以 上 计算 结果 说 明了 保险 公司 乐 
于 开展 保险 业务 的 道理 。 以 下 通过 图 像 可 以 看 到 二 项 分 布 的 极限 与 泊 松 分 布 的 近似 状况 ， 
如 图 10.1 和 图 10.2 所 示 。 

n:=2500  p:=0.002 X:=5 


0.5 05 


dbinom(x, n, p) 


10.1 二 项 分 布 的 近似 状况 


0.5 0.5 


dpois(x, À) 


O 
0 5 10 


一 x 10 
图 10. 2 泊 松 分 布 的 近似 状况 
把 以 上 两 个 分 布 的 密度 函数 的 图 像 一 一 图 10.1 和 图 10.2 作 在 同一 个 坐标 系 里 , 吻合 情 
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况 很 好 ， 可 以 更 清楚 地 看 到 当 n—coRF(2KEB n 取 作 2500， 可 以 看 作 n 一 0)， 二 项 分 布 趋 向 
于 泊 松 分 布 的 状况 。 

4. 正 态 分 布 

如 果 连 续 型 随机 变量 上 的 概率 密度 为 : 


Kea e ww 其 中 一 <x, u<+o, 0>0，4，0 为 常数 ,这 时 称 随机 变量 5 服从 正 


态 分 布 ， 习 惯 上 称 EESTE. 


a-u}? 
1 


正 态 分布 的 分 布 函数 为 ，F(x)= | 20? dt — œ<x<+ 0 
特别 地 ，w=0， o2?2=1 的 正 态 分 布 叫 标准 正 态 分 布 ， 其 密度 函数 和 分 布 函数 分 别 记 为 : 
om- , 一 co<xX<+co 
中 (x)= 六 ed ， 一 co<x<+co 
PA 5 =e 


一 般 地 ， 产 品 的 长 度 、 宽 度 、 高 度 的 质量 指标 ， 人 体 的 身高 、 体 重 等 的 测量 误差 ， 都 
近似 地 服从 正 态 分 布 。 从 理论 方面 说 ， 正 态 分 布 可 以 导出 其 他 的 一 些 分 布 ， 而 某 些 分 布 在 
一 定 条 件 下 又 可 以 用 正 态 分 布 来 近似 。 所 以 正 态 分 布 是 所 有 概率 分 布 中 最 重要 的 一 种 分 布 。 

例 3 某 商 店 购 进 一 批 灯泡 ， 其 使 用 寿命 的 分 布 近似 于 z 值 为 1000 小 时 ，o 为 50 小 
时 的 正 态 分 布 。 任 取 一 只 灯泡 ， 试 求 (1) 其 使 用 寿命 在 950~1050 小 时 之 间 的 概率 ，(2) 其 使 
用 寿命 在 850~1150 小 时 之 间 的 概率 。 

解 ， 设 该 种 灯泡 的 使 用 寿命 为 6， 则 

(1) P(950< £ <1050)=P( £ <1050)-P ( £ <950) 

调用 正 态 分 布 函数 ， 有 : 

p:=pnorm(1050,1000,50)-pnorm(950,1000,50) 

在 Mathcad 中 计算 ， 得 p=682.68949214x10 ° , 

P(850< £ <1150)=P( £ <1150)—-P( £ <850) 

调用 正 态 分 布 函数 ， 有 ; 

p:=pnorm(1150,1000,50)-pnorm(850,1000,50) 

在 Mathcad 中 计算 ， 得 : p=997.30020394x10 ° , 


5. 指数 分 布 

一 元 由 志 度 本 pt9=| 4 T7 EABAR, SMA, 

， x< 

一 些 耐用 品 的 寿命 服从 指数 分 布 ， 在 泊 松 流 中 ， 观 察 对 象 相 邻 两 次 出 现 的 间隔 时 间 ， 
例如 汽车 站 、 修 理 部 、 电 话 交换 台 等 服务 设施 在 接连 两 个 服务 对 象 到 达 之 间 的 间隔 时 间 都 
服从 指数 分 布 。 

例 4 假如 打 一 次 电话 所 用 的 时 间 ( 以 分 为 单位 ) 服 从 4=0.1 的 指数 分 布 。 试 求 在 排队 打 
电话 的 人 中 , 后 一 个 人 等 待 前 一 个 人 的 时 间 (1) 超 过 10 分 钟 ; (2)10 分 钟 到 20 分 钟 之 间 的 概 


p2=P(10< ¿<20) 


aoaaa AO 概率 统计 与 回归 分 析 = 213 
率 各 是 多 少 ? 
解 : W 上 表示 前 一 个 人 打 电 话 所 占用 的 时 间 , 由 假定 知 服从 参数 4=0.1 的 指数 分 布 。 
到 Z E 
4:=0.1 pl=P( £>10) ho dx © 
pl:= | dexpCe Dax 得 : pl=367.87944116> 10 2 @ 
或 p1:= ed 得 : pl=367.87944116x10” @ 
@ 
@ 


20 2 
也 就 是 p2=| e wdx，  ” 求 p2 的 值 ， 得 : p2=232.54415793X10” 


说 明 : 以 上 @ 中 的 两 个 “等 号 ”和 图 中 的 等 号 都 是 Mathcad 中 “数学 区 域 ”下 ( 蓝 色 
编辑 线 ) 的 “ 粗 等 号 ”， 没 有 计算 作用 ， 只 表示 相等 关系 ; O, O, OA “K 
学 区 域 ” 下 ( 蓝 色 编辑 线 ) 的 键盘 等 号 ， 具 有 计算 作用 。 
6. 自 定义 概率 函数 
前 面 通过 Mathcad 的 函数 库 ， 我 们 已 经 看 到 了 重要 而 常见 的 概率 分 布 函数 的 应 用 。 要 
想 研究 其 他 的 一 些 随机 变量 的 概率 规律 ， 一 般 需 要 自 定义 概率 函数 和 分 布 函数 ， 再 利用 
Mathcad 中 强大 的 微 积分 运算 功能 ， 就 能 完成 教科 书 中 几乎 所 有 的 概率 计算 问题 。 


例 5 已 知 连 续 型 随机 变量 上 有 概率 密度 p(x)= 人 ; bv 求 系数 上 ， 并 计算 


P(1.5< £ <2.5}。 
解 ， 根据 概率 密度 函数 性 质 | ”p(x)dx = 1 有 : 


Í ‘(r+ Dax =1 O, Rk, 在 Mathcad 中 计算 : f= f (e+ Ddx -1, 
-1 1 

root(f(k)k) > = 即 人 @ 

计算 P(1.5< £ <2.5), fE Mathcad 中 做 如 下 操作 即 可 得 到 该 事件 的 概率 ; 
a. P@0=-i0<x<2,-—+10) P(x)=62.5X10 了 @ ,或 


b. P1:= [| poa , P1=62.5X103 @, Bh P(1.5< 5 <2.5)=0.0625 ©. 


[Pe] 说 明 : 
(1) 以 上 1，2，5 中 的 等 号 是 Mathcad 中 的 “ 粗 等 号 ”， 没 有 计算 作用 ， 只 
”表示 相等 关系 ; 3,4 是 键盘 等 号 ， 具 有 计算 作用 。 
(2) 这 里 a 中 求 概率 是 通过 证 函数 来 实现 的 ， 诺 函数 与 让 控制 语句 的 区 别 是 
很 大 的 。if 函数 是 在 键盘 上 直接 输入 if 而 得 到 的 ，if 控制 语句 不 能 直接 
在 键盘 上 输入 ， 只 能 通过 单 击 编程 工具 栏 上 的 if 按钮 来 实现 。 if 控制 语 
多 能 做 一 些 复杂 的 误 套 ， 比 这 函数 要 灵活 得 多 。 
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-xX 


6 设 随机 变量 5 的 概率 密度 为 p02)=1Cxe ” x20, 
0 


,X<0 
(1) 求 常数 C; 
(2) *Pí(1< E4, P{ £>3); 
(3) 写 出 该 随机 变量 的 密度 函数 和 分 布 函数 ， 并 作出 它们 的 图 像 。 
解 : 
(1) 根 据 概率 密度 函数 性 质 有 |[ _pCDdr=1 
Mif’ podes f zexzpC3de 一 4 CC 人 rexpC3dr 一 4 C BB 4C=1 
所 以 root(4.C-1,C) 一 n 即 c= 
4 x x 3 1 
QC)P1=| , JAR de —-3exp(-2)+ > exp(-7) 
P1=503.79013986x10 ° , 
° 3 
p= |” Zep Ždr — S exp(—2) 
P2=557.82540037x10 `; 
(3) 概率 密度 函数 、 分 布 函数 分 别 为 ， 


x 


x % x i 
p=14e *>0 ,， eeoo=- 人 Pod=f PE 
0 ”其 他 oA 

作 图 ， 先 定义 概率 密度 函数 : 


p(x):= — ` exp(— P if x20 
0 otherwise 
再 定义 分 布 函数 : 


r t t zj -1 =Í 
F1:= f JOC FIOS x: exp(—x)-exp(—_2)+1 


Fl(x) if x20 


0 otherwise 


Fl- 即 ro “+bx>0。 
0,x>0 

最 后 通过 二 维 图 形 按钮 做 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 的 图 像 如 图 10.3 所 示 。 

例 7 盒子 里 装 有 3 个 黑 球 ，2 个 白 球 ，2 个 红 球 ， 在 其 中 任 取 4 个 球 ， 以 《表示 取 到 
黑 球 的 个 数 , 以 7 表示 取 到 红 球 的 个 数 , (1) 求 与 7 的 联合 分 布 ; (2) 求 5 与 7 的 边缘 分 布 ; 
(3) 《与 7 是 否 相 互 独立 ? 

解 : W ¿£ Ej 7 的 可 能 取 值 分 别 为 i 与 j， 则 =0,1,23; =0,1,2。 因 盒子 中 有 3 PRR, E 
， 这 3 种 球 中 任 取 4 个 球 ， 黑 球 与 红 球 的 个 数 和 itj< 4。 
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p(x) 
F(x) 
0 
0 5 10 
0 x 12 


10.3 概率 密度 函数 和 分 布 函数 的 图 像 
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男 一 方面 ， 白 球 只 有 2 只 ， 则 在 要 取出 的 4 只 球 中 ，i+j>2， 所 以 当 2<itj< 4 时 : 


CCIC 
z 


© 


当 i+j<2 BÈ i+jp>4 时，P( £ =i, 7=p=0,( i=0,1,2,3; 广 0,1.2), 至 此 我 们 就 可 以 写 出 联合 分 布 


。 下 面 我 们 在 Mathcad 中 实现 以 上 运算 : 
(1) 先 定义 组 合 函 数 : 


m! 
m:=7 n:=4 C(mn)i=——p 
n!(n— m)! 
再 定义 联合 分 布 概率 函数 : 
i:=0..3 J:=0..2 
PG p= C3,7D): C(2, j): CQ 4 i— j) ayan o e 8 e a 
dá C(7,4) 35.3- i) M2- pl Jk(áa—-i—- p(—2+i+ j)! 
再 定义 联合 分 布 概率 矩阵 : 
Pij:=if(2 < itj < 4, a ,0 
35.03 Dt(2 — MA- i- (2+i+))! 
在 Mathcad 中 计算 得 : 
£T? 1 2 
Ys 0 0 0 二 
6 6 35 
0 一 一 1 0 6 6 
p— 35 35|, BRER E, 7 的 联合 分 布 为 35 35|。 
3 R 3 3 1 3 
Dl aiia 25 SS 
7 A 35 35 35 35 
3 0 二 


(2) AATRES 7 的 边缘 分 布 ， 需 定义 联合 分 布 矩 阵 : 


E E 
5 
0 £ L 
P=] Ú $ 
35 35 Ü 
再 在 Mathcad rH £ E: 7 的 边缘 分 布 : 
0.0286 
要 0.3429 
Be 2 P= U29123 @ 
0.1143 
0.0857 
Pn:= XPP pafosi © 
I 0.2857 
(3) 由 联合 分 布 律 可 以 求 到 ，P ¿,-514.28571492x10 ` , @ 
P n,=285.71428571x10 ° , @ 
MPa =E P, 2=171.42857143x10 ° , @ 
P &,:P n>146.93877551x10 ° , @ 


P, 2 P £, P n, ， 所 以 5 与 7 不 相互 独立 。 


(F 说 明 : 以 上 @@ 中 的 等 号 是 Mathcad Fh AF”, RAHEEM, RATTA 


系 ; @，@，@，@，@，G@ 中 的 等 号 是 键盘 等 号 ， 具 有 计算 作用 。 
实验 三 ”随机 变量 的 数字 特征 


问题 : 

概率 分 布 全 面 反映 了 一 个 随机 变量 取 到 各 个 值 或 取 值 于 各 个 区 间 内 的 概率 的 大 小 ， 然 
而 实践 中 可 能 并 不 需要 ， 也 不 容易 确切 地 了 解 一 个 随机 变量 取 值 规律 的 全 貌 ， 而 只 需 了 解 
它 的 某 些 侧面 。 如 描述 随机 变量 平均 取 值 的 情况 、 取 值 偏离 平均 值 的 情况 ， 这 些 量 都 更 集 
中 ， 更 概括 地 反映 了 随机 变量 的 特征 ， 因 此 我 们 需要 研究 用 一 个 或 几 个 统计 量 来 描述 随机 
变量 的 取 值 规律 。 

实验 目的 : 

理解 一 元 离散 型 随机 变量 及 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 、 方 差 、 标 准 差 的 概念 ， 以 及 
二 元 随机 变量 协 方差 的 概念 ， 学 会 利用 Mathcad 中 有 关 命 令 求 出 随机 变量 的 数字 特征 。 
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实验 准备 : 

1. 离散 型 随机 变量 的 数字 特征 

ERARO E RRRA PE =x) =p, ，(r1.23，)。 BAY xp, 绝对 
BA EKARO RUUBEN E KCEE, BIEG = Drp, 。 不 难 理解 ， 离 艇 型 
BEILA Et £ WJ J 2 9 Varg = EC EP =Y -EE P 。 方 差 有 一 个 简 算 公式 ， 
Var£ = EE? - (EEF 。 根 据 这 些 公式 ， 使 用 pihia 的 微 积 分 运算 板 上 的 求 和 按钮 ， 就 可 以 
求 出 常见 的 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 和 方差 。 

2. 连续 型 随机 变量 的 数字 特征 

设 连续 型 随机 变量 的 密度 函数 为 p(x)， 若 积分 | “xp(x)dx 绝对 收敛 ， 则 称 其 为 随机 
变量 的 数学 期 望 ， 即 E¿= f apad 。 不 难 理解 ， 连 续 型 随机 变量 4 的 方差 为 
Varé = E(x- EEP = | “e - Eey .p(x)dx 。 

3. 随机 变量 函数 的 数字 特征 

设 专 的 密度 函数 为 p(x)， 随 机 变量 函数 为 7 = f(x) ， 若 7 的 数学 期 望 存在 ， 则 

ED=| fpd, DG) = | Fp [EG . 


4. 二 维 离散 型 随机 变量 (X，Y) 的 数学 特征 
设 二 维 离 散 型 随机 变量 (X, 了 六 的 概率 分 布 为 
P(X = x,,Y = y,)= p;, 

则 它 的 各 个 分 量 的 数学 期 望 为 ; 


EX =}, 2%: P; =2 xP > EY=9, 2y; Pi =YP; 


二 维 离 散 型 随机 变量 X,， 了 的 协 方差 
Cov(X,Y)= E(X - EXXY - EY)= ,2 (x, - EX)(y, -EY)p, =}. 2 x,y, P; - EX EY, 


š Cov(X,Y) 
相关 系数 为 : p = -一 一 一 一 一 一 -一 。 
JVar(X) : JVar(Y) 
实验 演示 : 


例 1 若是 离散 型 随机 变量 ， PIX =n) =$, PU =m), B x<, 又 知 
EW =DE, K X HDE. 
7 


解 ， 依 题 意 ， KUR Sn, PEREA) = ntin, 
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3 2 6 
D(X)=—(x,)° + (x,)2 - (EX) =—, 
(X) A SC (EX) 55 
7 3x, + 2x, = 7, 
Am 81 :，“ ” ， 
3x +2x, =11. 


É Mathcad 中 计算 如 下 : 使 用 模块 “Given-Find” 求 方程 组 的 解 ， 其 操作 步骤 如 下 : 

(1) 给 方程 中 的 每 个 未 知 数 设 定 一 个 初始 值 ; 

(2) 输入 关键 字 “Given”; 

(3) 在 “Given” 的 下 面 输 入 待 求解 方程 组 ， 方 程 组 中 每 个 方程 中 的 等 号 为 逻辑 等 号 ， 
可 以 单 击 布尔 运算 板 上 的 等 号 按钮 ; 

(4) 调用 函数 Find(x,y,z,…)， 按 键盘 上 的 等 号 键 即 可 。 


令 xl x2:=1 
Given 
3:x +2:x,=7 . 1.8 
， 5 Find(x,,x,) = 
3:(x,) +2:(x,) =11 0.8 


因为 二 元 二 次 方程 组 有 两 组 解 ， 所 以 再 令 : 
x1:=-1 Xx2:=1 
Given 


3:x +2-x,=7 ' 1 
2 ; Find(x,,x,) = 
3.(x) +2:(x,) =11 2 


X 1 2 

又 因为 <%， wo xti p 3 引 
5 5 

例 2 ”从 数字 0,1,2,…，n 中 任 取 两 个 不 同 的 数字 ， 求 这 两 个 数字 之 差 的 绝对 值 的 数学 


期 望 。 


解 : 设 蕊 为 所 选 的 两 个 数字 之 差 的 绝对 值 ， 则 苞 的 所 有 可 能 取 值 为 1 2，3，…，7。 
P{X=1= 二 e a 
¿` n-k+1 
FEX 的 分 布 律 为 ，P{X =k}= z k=1,2, no 
Æ Mathcad 中 求解 如 下 : 
o5. n—k+]1 1 (+3.n+2) 
ERI “2: Te 
Te Lu @ 3.052 eR Y uy 2 
再 化 简 一 次 : n ESE simpli =", rr 
2! 
Bp gx -7+ 
3 


Inx,x > 0 


OZ , 求 随机 变量 Y=g(X) BJ 35 


例 3 设 区 在 [~ 二 ,上 服从 均匀 分 布 -sa-| 
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学 期 望 及 方差 。 
解 : 依 题 意 ， TA 


1 

TTE esas, g(x) = pa j ; x” yaga) 
0 E otherwise 

EY) = | OMOLE f ¿In(x)dx 

; Zlot es 

[inod In(2) -= B EY = In()- > ° 


EY20)= | “(eo ` fo04e= | 2 (nG) dr 这 里 “EY260” 是 Mathead 函数 名 ， 表 示 
E(y` (x) + 

j 3 (ln dx simplify > > In(2)2 +1n(2)+1 

mi DY) = E(V°)— (EYY? 


> In(2)2 + In(2)+1— Ë ln(2)— z) simplify > ‘1n(2)? +i “ln(2) + 一 


即 D) =+: +O) + 


例 4 假设 一 部 机 器 在 一 天 内 发 生 故 障 的 概率 为 0.2, 机 器 发 生 故 障 时 ， 全 天 停止 工作 。 
车 一 周 的 $5 天 工作 日 里 无 故障 ， 可 获得 利润 10 万 元 ; 发 生 一 次 故障 仍 可 获得 利润 5 万 元 ; 
发 生 两 次 故障 所 获 利润 为 0 元 ;发 生 三 次 或 三 次 以 上 故障 就 要 亏损 2 万 元 。 求 一 周期 望 利 
润 是 多 少 ? 

解 : 以 卫 表 示 一 周 五 天 里 发 生 故 障 的 天 数 ， 则 ~B(5，0.2)， 即 了 的 分 布 律 为 : 


P{X = k} = CŽ (0.2)* (0.8) ,k=0,,.…,5。 


在 Mathcad 中 运算 如 下 : 
k := 0..5 P, := dbinom(k,5,0.2) 
0.3277 
0.4096 
_ | 0.2048 
0.0512 
6.4x10” 
3.2x10 
一 周 五 天 里 发 生 故 障 的 天 数 无 的 分 布 律 为 : 
0.3277 
| 0 1 2 A 0.4096 
P1 = BD P1 := 
0.3277 0.4096 0.2048 0.0579 0.2048 
0.0579 


设 了 表示 一 周 所 获得 的 利润 ， 则 了 的 分 布 律 : 
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10] 
r-e l 2 e Ji 5 
10 5 0 -2 0 
-2 
EY:=Y-P1 EY — 5.2092 


因此 ， 一 周期 望 利润 为 5.21 万 元 。 

例 5 假设 国际 市 场 上 每 年 对 我 国 某 种 出 口 商 品 的 需求 量 是 随机 变量 和 单位: W), E 
服从 于 [2000，4000] 上 的 均匀 分 布 。 设 每 售 出 这 种 商品 一 吨 ， 可 为 国家 挣 得 3 万 元 ; 但 假 
设 销售 不 出 而 转 积 于 库 ， 则 每 吨 浪 费 保养 费 1 万 元 。 问 要 组 织 多 少 货源 ， 才 能 使 国家 的 收 
益 最 大 ? 

解 : 设 某 年 出 口 的 商品 量 为 a 吨 时 ， 该 年 国家 可 得 的 收益 为 了 万 元 ， 则 : 

1 
Y= g(X)= (2000 < a < 4000). 
3x—(a-x),z <a 


于 是 国家 所 获得 的 平均 收益 为 : 


EY) =E) = | 80) fod. 
在 Mathcad 中 求解 如 下 : 


ro (4x ads + | 3106 [sinpi — 4000+7.4 


也 就 是 EY(a):= -a? —4000+7:a 


T" 
即 期 望 收益 是 货源 a 的 函数 ， 由 极 值 的 第 二 充分 条 件 ， kS =0 的 根 ; 


EY(a)simplify > BL, a+? 


500 
rool = .a+7. = — 3500 即 a=3500。 

-2 EY (a)simplify > — 即 到 EY(a)(3500) = — ¿29 
da? á z da? 500 ° 


所 求 a 应 为 3500 吨 ， 平 均 收 益 达到 最 大 值 ， 即 组 织 3500 吨 货源 ， 才 能 使 国家 的 收益 
最 大 。 


— SE ~ t Á 
¿m 0 1 2 
0 0 0 Ñ 
35 
1 0 Š £ 
例 6 在 本 章 实验 二 的 例 7 P, KARRIERE: P = 35 35 |， 
2 3 了 3 
35 35 35 
r 2 
35 35 


求 边缘 分 布 的 期 望 BEE,En ， 方 差 Varé,Varn, 协 方差 Cov(&,m) 及 相关 系数 o 。 
解 : 先 定义 联合 概率 密度 矩阵 及 ij 的 取 值 矩阵 : 


0 0 = 
0 7 f 
l O 7 zE 
i=]; 7 =|1 | 
3 2 35 35 35 
2. -2 
35 35 
再 在 Mathcad 中 依次 定义 所 要 求 的 数字 特征 如 下 : 
E£ =i: yp” EE2:=7. yp Varé := E£2 - EE? 
Eņ=j- LT En2:= j° -X (P Varn= En2-En 
£ 气 
Eén := 5i [Èo n”. |> i 
气 Warg -VVarn 
EE=1.7143  E£2 =3.4286 Varé =0.4898  Eén=1.7143 
Eņ=1.0857 Enņ2=1.6571 Varņ=0.4784 — Cov=-0.1469 p=-0.3036 
故 边缘 分 布 的 期 望 ; E£ =1.7143 , En =1.0857 ; 
边缘 分 布 的 方差 : Varé = 0.4898 , Vary = 0.4784 ; 
联合 分 布 的 协 方差 : Cov = -0.1409 ; 
相关 系数 : p = -0.3036 。 


实验 四 ”区间 估计 和 假设 检验 


问题 : 

本 实验 讨论 利用 Mathcad 求解 统计 推断 的 两 类 问题 :区 间 估 计 和 假设 检验 。 指 出 统计 量 
的 变异 程度 ， 例 如 说 某 统计 量 以 某 种 可 能 性 落 在 9+td9 或 69+2d9 之 间 ， 这 就 是 参数 的 区 
间 估 计 。 在 实际 问题 中 ， 常 常 需要 对 总 体 的 某 些 参 数 作出 某 些 可 能 的 假设 ， 然 后 根据 所 得 
的 样本 数据 ， 对 假设 的 正确 性 作出 判断 ， 这 就 是 假设 检验 。 通 过 区 间 估 计 和 假设 检验 的 有 
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关 计 算 ， 可 以 帮助 我 们 进一步 理解 有 关 统 计量 的 概率 意义 。 

实验 目的 : 

1. 了 解数 学 期 望 和 方差 的 置信 区 间 的 概念 ， 学 会 求 正 态 总 体 的 均值 和 方差 的 估计 值 
和 置信 区 间 ， 了 解 假 设 检 验 的 基本 思想 ， 学 会 使 用 u 检验 、t 检验 、 和 检验 进行 
统计 推断 ; 

2. 了 解 常用 统计 函数 在 Mathcad 中 的 表示 方法 ， 会 在 Mathcad 中 求 出 这 些 统计 函 
数值 ， 计 算 参 数 的 置信 区 间 ， 学 = J Nad iutan una 

实验 准备 : 


1. Mathcad 内 部 函数 库 中 提供 了 一 些 统计 函数 ， 利用 它们 可 以 计算 样本 的 各 种 数字 特 
征 。 如 表 10.3 仅 介绍 常见 的 统计 函数 。 


表 10.3 常见 的 统计 函数 表 


函数 名 称 函数 名 称 


gmean(A,B,C...) 几何 平均 mode(A,B,C...) 众 数 
hmean(A,B,C...) 调和 平均 Stdev(A,B,C...) 样本 标准 差 
hist(intvls,A) 直方 图 函数 Stdev(A,B,C...) 总 体 标准 差 
mean(A,B,C...) 算术 平均 Var(A,B,C...) 样本 方差 


中 位 数 总 体 方差 


median(A,B,C... 


var(A,B,C... 


2. 熟悉 区 间 估 计 的 有 关 概 念 、 假 设 检验 的 概念 和 一 般 步骤 。 
3. ”假设 检验 的 类 别 : 
关于 期 望 的 检验 ，(1)U 检验 法 (已 知 方差 ); 
(2)7 检 验 法 (未 知 方差 ); 
关于 方差 的 检验 ，(1)x” 检验 法 (一 个 正 态 总 体 ); 
DF 检验 法 (两 个 正 态 总 体 )。 
4. 熟悉 各 检验 法 统计 量 、 相 应 的 置信 区 间 及 接受 到 的 条 件 。 


5. 理解 以 下 求 置信 区 间 的 Mathcad 程序 : 
(1) 一 个 正 态 总 体 均值 的 置信 区 间 
在 标准 差 已 知 和 未 知 两 种 情况 下 ， 程 序 CInormalCX，ax，c， 朋 可 以 求 出 正 态 总 体 碟 的 
总 体 均值 u 的 置信 区 间 ， 其 中 已 为 样本 观测 值 向 量 ， 参 数 1-a 为 置信 水 平 ，o 为 总 体 标 准 
差 。 当 总 体 标准 差 已 知 时 ， 三 1; 当 总 体 标 准 差 o RAT, 大 取 任 意 值 。 该 程序 如 下 : 
mu <— mean( X) 
(ss — o)(N <— n) 


Cinormal(X;a,o):=| ta + gnorm(1 — — 0.1) 


Tn 
(2) 一 个 正 态 总 体 均值 a 和 方差 a。” 的 置信 区 间 
下 面 程序 用 于 计算 单个 正 态 总 体 当 标 准 差 未 知 时 ， 正 态 总 体 均值 的 置信 区 间 ; 以 及 当 


SS SS 
(m-t: mu + ta 
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总 体 均值 未 知 时 ， 正 态 总 体 方差 的 置信 区 间 。 输 出 结果 的 第 一 行 显示 的 是 均值 y 的 置信 区 
间 ， 第 二 行 是 方差 o 的 置信 区 间 。CInorma(X，a) 程序 如 下 : 
(mu — mean(X)Xs + Stdev(X)) 


to ql- 7, n- D 
chil — von n— 1 


CInorma(X,a ): =| .pi2 — achisg 1 Som = 1) 


mm 三 mu +ta-= 
(n-1)s? (n-1)s? 
chi2 chil 

(3) 两 个 正 态 总 体 均值 差 和 方差 比 的 置信 区 间 

设 两 个 正 态 总 体 Y 和 了 相互 独立 且 分 别 服从 均值 为 1、x，， 方 差 为 o? 的 正 态 分 布 ， 
且 具 有 方差 齐 性 。 设 Xhon nxa E boyo Va f APARARE 
本 数据 ，1-a 为 置信 水 平 ， 则 均值 差 p 的 置信 区 间 : 

(nl — length(X)): (n2 — length(Y)): (n — nl + n2 — 2) 
1 


1 
coef + ,| 一 + 一 
f nl n2 


a cal n 
a? 


Conf2(X,Y, a ):= 
m 4 mean( X) — mean(Y) 
E (nl—1)-Stdev( X)2 + (n2 — 1) : Stdev(Y)?’ 
n 
(m-ta:~std2-coef m+taNstd2 - coef) 
2 
Dž Z HEAR: 
z 
(nl + length(X)-1  n2 < length(Y)—-1) 
Stdev(X)’ 
Stdev(Y)° 
Confs(X,Y,a ): = 区 《一 or 加] Jal — or -mo] 
=... 
fal fa2 
实验 演示 : 


例 1 对 飞机 的 飞行 速度 进行 15 次 独立 实验 ， 测 得 飞机 的 最 大 飞行 速度 ( 米 / 秒 ) 如 下 : 
422.2 418.7 425.6 420.3 425.8 
423.1 431.5 428.2 4383 434.0 
4123 4172 413.5 4413 423.7 
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根据 长 期 的 经 验 ， 可 以 认为 最 大 飞行 速度 服从 正 态 分 布 ， 试 求 x，o” 的 95% 的 置信 区 


间 。 

解 : 本 题 是 单个 正 态 总 体 ， 未 知 方差 cc* ， 求 均值 4 的 置信 区 间 ， 因 此 用 上 分 布 进行 区 
间 估 计 。 在 Mathcad 中 求解 如 下 : 

(1) 按 如 下 路 径 输 入 半 列 矩 阵 “X/:=/view/Toolbars/Math/ 和 矩阵 按钮 图 标 / 转 营 矩阵 按钮 


M7/” 这 时 出 现 了 “ 0) > ( 圆 括号 是 后 加 的 )， 在 占 位 符 两 侧 加 “()”， 输 入 矩阵 
数据 ， 这 时 就 得 到 如 下 列 和 矩阵 X: 

X:=(422.2 418.7 425.6 420.3 425.8 423.1 431.5 428.2 438.3 434.0 412.3 417.2 413.5 
441.3 423.7)7 6 一 0.05 n:=15; 


(2) 按 如 下 路 径 输 入 程序 Clnorma(X ，a )“ view/Toolbars/Math/ 程 序 按 钮 /菜单 
Programming/Add Line/” 系 统 默认 两 行 ， 可 以 通过 按钮 “Add Line” 增 加 行 数 。 
本 程序 是 5 行 “[]” 中 是 两 行 两 列 和 矩阵 。 
菜单 “Programming” 中 的 其 他 按钮 都 是 用 来 编程 的 关键 字 ， 通过 多 练习 ， 就 可 以 掌握 
我 们 介绍 的 几 个 程序 块 的 编制 方法 。 
(mu — mean(X)X(s — Stdev(X)) 


ta —qt(1 n -1) 
chil — ro ,7 一 1) 


CInorma (X , a): =lehi2 e gchis 1 = == r) 


mx 三 mutia 
(n—1)s’ (n — s? 
chi2 chil 

Ç e 该 等 式 中 的 等 号 是 键盘 等 号 ， 通 过 这 个 等 号 计 
算出 了 和 矩阵 内 的 数据 。 和 矩阵 第 一 行 是 w 的 可 信 度 为 95% 的 置信 区 间 , 第 二 行 是 a? 的 可 信和 度 
为 95% 的 置信 区 间 。 

例 2 某 车 间 生 产 深 珠 , KARKA X RAES S. 从 某 天 生产 的 产品 里 随机 抽取 6 
个 ， 量 得 直径 如 下 (单位 ， EX): 

14.70 1521 14.90 14.91 15.32 15.32 

分 别 求 置 信和 度 为 99% 和 90% 的 均值 j 的 置信 区 间 ( 己 知 直径 的 方差 为 0.05)。 

解 : 这 是 一 个 正 态 总 体 均值 的 区 间 估 计 。 已 知 方差 为 5” ， 均 值 为 4 的 100(1-a)% 的 置 


Clnorma(X, a "| 


信 区 间 为 : 
> o = o 
X- Ha’ =, X+H, -天 |，。 
| yn ; A 
在 Mathcad 中 求解 如 下 : 


X:=(14.70 1521 14.90 14.91 15.32 15.32) , :=0.01, n:=6, 
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因为 V0.05 = 0.2236 ， 所 以 r:=0.2236 ， 
14.7 
15.21 
14.9 
14.91 
15.32 
15.32 
“Xw”/ 键 盘 “=” 得 出 上 述 万 的 转 置 矩 阵 。 一 般 地 ，Mathcad 系统 以 列 矩阵 参加 运算 。 

mu <— mean( X) 

(ss — o)(N <— n) 


XT = 这 是 通过 “view/Toolbars/Math/ 矩 阵 按钮 图 标 / 转 置 矩 阵 按钮 M7 /输入 


CInormal(X,0,0):=| ta — qnorm(1 — + 0.) 


SS SS 
KZ: musia 


Vn Vn 
CInormal(X,Q,0)=(14.8249 ”15.2101), 即 置信 和 度 为 90% 的 总 体 均值 4 的 置信 区 间 为 
(14.8249，15.2101)。 
再 令 a:=0.10 ， 在 Mathcad 中 可 以 算得 : — Clnormal(X,a ,Ga )=(14.9099 15.2101)。 


说 明 : 
(1) 本 题 因数 据 少 没有 采用 内 部 文件 名 diameter.txt RÆ E£ X FAVA X Z vÀ E 
子 表格 形式 出 现 ， 当 然 数据 矩阵 厂 完 全 可 以 以 天 阵 模板 中 的 快捷 图 标的 
方式 输 成 1 行 6 列 的 给 阵 ; 
(2) a=0.10 时 ， 通 过 查 表 计 算 几 值 的 置信 区 间 为 : 


ra P TEE E 2 0 susu F 9 
2 Vn 2 Vn 6 6 
=(14.91,15.21) ， 上 述 结果 比 这 一 传统 解法 要 精确 。 


例 3 为 了 检验 一 种 杂交 作物 的 两 种 新 处 理 方案 ， 在 同一 地 区 随机 地 选择 8 块 地 段 ， 
在 各 实验 地 段 ， 按 两 种 方案 处 理 作 物 ， 这 8 块 地 段 的 单位 面积 产量 (单位 : 公斤 ) 是 : 

一 号 方案 产量 : 86 87 56 93 84 93 75 79; 

二 号 方案 产量 : 80 79 58 91 77 8 74 66. 

假设 两 种 方案 的 产量 都 服从 正 态 分 布 , DAA No’), N( u,,o2), 0? 未 知 , 求 -— u, 
和 o) ° /ox2 的 置信 度 为 95% 的 置信 区 间 。 

解 ， 本题 是 两 个 正 态 总 体 ， 已 知 cj =o，”， 但 其 值 未 知 ， 求 期 望 差 、 方差 比 的 置信 区 
间 。 

A 一 上 的 1—a 的 置信 区 间 为 ， 

l 1 Aie l 1 


(X-Y-t (m+n, -2S |—+— , X-Y+t „(m +n,-2)S, 一 + 一 小 
l-7 m A; l-7 n n, 


其 中 g 1 ah DS: + (n, -1)S, ， (S. S 为 样本 方差 ): 


n+n,—2 
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方差 比 mn 2?/o 的 1—a 的 置信 区 间 为 : 


1 
f. (n, _ 1,n, -1) 
2 


1 S? 


i (n —1,n, -1l) S, 


bd 


S 
Æ Mathcad 中 解答 如 下 : 
先 定义 样本 数据 矩阵 : 
X:=(86 87 56 93 84 93 75 79) 
Y:=(80 79 58 91 77 82 74 66) a:=0.05 
(1) 4 一 4 的 置信 区 间 : 
(nl —8)-(n2 — 8): (n — nl + n2 —2) 
1 


1 
coef — ,| 一 + 一 
f nl n2 


a 
ConpPCXY,aO:=| 他 全 qı -Z,n) 
m — mean(X)— mean(Y) 


2 _n. 2 
asee DO DN 


(m-ta -~ std2 -coef pi std2 -coef ) 
Conf2(X,Y,a)=(-6.1874 ”17.6874)， 查 /分 布 表 算得 ju -y 的 置信 区 间 为 
(-6.19，17.69)， 且 手工 计算 很 繁杂 。 

2) a /os 的 置信 区 间 ; 
(nl—ength(X)—-1  n2 «& length(Y)-1) 
Stdev( X} 
Stdev(Y)° 


Confs(X, Y, æ): “zc ar(Z mma) fa ar(1-2,ntn2)) 


= aa 
fal fa2 


86 80 
87 79 
56 58 
93 91 

X:= Y:= a :=0.05 

84 77 
93 82 
75 74 
79 66 

所 以 Confs(X, Y, a)=(0.2856 7.126)， 这 就 是 方差 比 ol fox? 的 置信 度 为 95% 的 置 


信 区 间 。 
例 4 糖 厂 用 自动 打包 机 打包 ， 每 包 标准 重量 为 100 公斤 ， 每 天 开工 后 需 检验 一 次 打 
包机 是 否 能 正常 工作 ， 某 日 开工 后 测 9 包 重 量 (单位 : AMA: 
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99.3 98.7 100.5 101.2 98.3 99.7 99.5 102.1 100.5， 问 在 显著 性 水 平 a=0.05 
下 打包 机 是 否 工 作 正 常 ? 已 知 包 重 服从 正 态 分 布 。 

fÆ: X:=(99.3 98.7 100.5 101.2 983 99.7 99.5 102.1 100.5)7 ， 

假设 Ho: y=po=100; 这 是 总 体 方差 未 知 的 均值 假设 检验 ， 所 以 应 该 用 1 检验， 而 且 是 
一 个 双边 检验 问题 。 

定义 各 个 参数 : 4=100， a:=0.05， 入 :=0。 


X- ko 


通常 的 否定 域 记 为 ; — 
: s/n 


>t ,(n-1) ° 
> 


建立 求解 程序 : 
t Test(X, LH, a ,NA):= 


ne length( X) mean(X)- # . n 
Stdev( X) 
(Rec"Rejet Ho" A«—"Accept Ho") 
f 4=0 


a 
a cai, nl] 
R if |>: 
A otherwise 
if 4=1 
ta qill -a š n-1) 
R if t>ta 


A otherwise 


otherwise 

za + qt(a s n-1) 
R if t<ta 

A otherwise 


t Test(X, 4q, a, A)= “Accept Ho”, 粘 贴 上 述 程序 中 的 统计 量 ， 得 : 


r= mean). fa, 0.0449 ， 而 临界 值 为 ta:=qt| 1-2. 1], ta=2.5706, RE 
Sidev(X) 2 


入 否定 域 ， 因 而 接受 Ho， 认 为 打包 机 工作 正常 。 

F: =dt(ta,n-1) , cirt:=(0 F)? ,k:=0..1。 

在 图 10.4 上 能 清楚 地 看 到 统计 量 r 落 在 接受 域内 。 

例 5 从 两 处 煤矿 各 抽样 数 次 ， 分 析 其 含 灰 率 (%) 如 下 : 

甲 矿 24.3 20.8 23.7 21.3 17.4 

乙 矿 182 16.9 202 16.7 

假定 各 煤矿 含 灰 率 都 服从 正 态 分 布 , 问 甲乙 两 煤矿 含 灰 率 的 方差 有 无 显著 差 
异 ?(a=0.05) 
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04 0.4 
dt(q,n-1) 
š 2 
Clrtk 
0, 
0 
一 4 q,ta 4 


图 10.4 下 落 区 域 图 


解 ， 本 题 是 两 个 样本 容量 不 相等 的 情况 下 ， 要 求 检验 两 个 总 体 方差 的 显著 性 差异 。 
先 定义 数据 向 量 : X:=(243 20.8 23.7 213 174) 

Y:=(18.2 169 202 16.7)7 
假设 Ho : o=o, , a=0.05 ， 使 用 所 分 布 计算 统计 量 F, rŠ, 


2 
Var(24.3,20.8,23.7,21.3,17.4)=7.505 Bf: Var(X)=7.505; 
Var(18.2,16.9,20.2,16.7)=2.5933 即 : Var(Y)=2.5933; 
(nì length( X) n2 <—  length(Y)) 


(a - gf (Gsm!] faze arf1-Z,m-1n2-1)) 


Var(X) 
F_Test(X,Y,0):= Var(Y) 
result «"Re ject Ho" if(F < fal) +(F > fa2) 
result ¢-"Accept Ho" otherwise 
| fal fa2 J 


F result 


0.1002 15.101 
2.894 " Accept 

oz=1.6104， 统 计量 F 的 值 为 2.894， 此 值 落 在 接受 域 (0.1002,15.101) 内 ,所 以 接受 原 假 
设 Ho， 可 以 认为 两 个 煤矿 的 含 灰 率 的 方差 是 相等 的 。 


F_Test(X,Y,a)= | H | ， Stdev(18.2,16.9,20.2,16.7)=1.6104, 即 
0 


* 实 验 五 回归 分 析 


问题 : 

一 切 客观 事物 的 相互 关系 表现 在 量 上 主要 有 两 种 类 型 : 一 是 变量 之 间 存 在 着 完全 确定 
性 的 关系 ， 例 如 微 积 分 中 的 函数 关系 : 另 一 类 是 回归 关系 或 相关 关系 。 如 果 两 个 变量 中 的 
一 个 变量 是 人 为 可 以 控制 的 、 非 随机 的 ， 简 称 控制 变量 ， 另 一 个 变量 是 随机 的 ， 而 且 随 着 
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控制 变量 的 变化 而 变化 ， 则 这 两 个 变量 之 间 的 关系 就 称 作 回 归 关 系 ， 如果 两 个 变量 都 是 随 
机 的 ， 则 它们 之 间 的 关系 称 作 相 关 关 系 。 回 归 分 析 和 相关 分 析 均 为 研究 两 个 或 两 个 以 上 变 
量 之 间 相 关 关 系 的 一 种 统计 方法 ， 是 最 常用 的 统计 方法 之 一 。 在 建立 数学 模型 时 ， 常 需 选 
择 其 中 之 一 为 因 变 量 ， 而 其 余 的 作为 自 变量 ， 然 后 根据 样本 资料 ， 测 定 研究 并 自 变 量 与 因 
变量 之 间 的 关系 。 


实验 目的 : 


进一步 理解 线性 回归 、 多 项 式 回归 及 非 线性 回归 的 概念 ， 熟悉 相关 的 Mathcad 回归 曲 
线 拟 合 函数 、 相 关系 数 函数 ; 学 会 对 统计 数据 进行 曲线 拟 合 并 对 拟 合 结果 进行 显著 性 检验 。 

实验 准备 : 

理解 一 元 线性 回归 、 多 元 线性 回归 的 概念 ， 理 解 相关 系数 、 协 方差 、 回 归 直线 斜率 、 
回归 直线 截 距 等 统计 概念 ， 了 解 以 下 Mathcad 中 统计 函数 的 意义 和 用 法 : 

相关 系数 函数 Cor(A, B): 求 以 数组 4、B 的 数据 为 样本 的 相关 系数 ; 

协 方差 函数 cvar(A，B): 求 以 数组 4、B 的 数据 为 样本 的 协 方差 ; 

回归 直线 斜率 函数 slope(vx,vy) : ” 求 以 内， 多 为 样本 数据 的 一 元 回归 直线 的 斜率 ， 

回归 直线 截 距 函 数 intercept(vx,vy): RKA vx ， 录 为 样本 数据 的 一 元 回归 直线 的 截 距 。 


实验 演示 : 

1. 一 元 线性 回归 分 析 

在 Mathcad 中 可 以 对 变量 x 和 y 的 一 组 观测 数据 求 线 性 回归 方程 ， 并 对 x 和 ? 的 线性 
回归 关系 进行 检验 。 由 于 线性 回归 问题 在 任何 数理 统计 教科 书 中 都 有 介绍 ， 我 们 只 介绍 使 
用 Mathcad 中 的 统计 函数 解决 线性 回归 问题 的 方法 。 请 看 下 面 例子 : 

例 1 某 种 合金 的 强度 y 与 其 中 的 舍 碳 量 x 有 比较 密切 的 关系 , 今 从 生产 中 收集 了 一 批 
数据 如 表 10.4 所 示 。 


表 10.4 合金 的 强度 y 与 其 中 的 含 碳 量 x 的 关系 


X (%) 010 011 0.12 013 014 015 016 017 0.18 0.20 0.21 0.23 
Y(kg/mm) 42.0 41.5 45.0 45.5 450 47.5 490 550 500 550 555 60.5 


(1) Ry 对 x 的 回归 方程 ; 

(2) 在 显著 水 平 a=0.05 下 检验 回归 方程 的 显著 性 ; 

(3) 试 预报 当 合金 的 含 碳 量 x 为 0.28 时 合金 的 强度 y(kg/mm’). 

解 : 

(1) 先 定义 数据 向 量 ， 再 作出 数据 图 形 ， 如 图 10.5 所 示 。 根据 图 形 我 们 初步 确定 y 与 x 
存在 线性 关系 ， 故 本 题 作 为 线性 回归 处 理 。 

X:=(0.10 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 020 021 023) 

Y:=(42 41.5 45 45.5 45 47.5 49 55 50 55 55.5 60.5)” 
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.60.5, 
60 x 
Y x x< 
XXX 50 ue x 
41.5, 40 
0.05 0.1 015 02 025 
,0.L x 0.23, 


图 10.5 数据 图 形 


求 回 归 系 数 : 截 距 a:=intercept(X,，Y) a=27.0269; 
斜率 b:=slope(X, Y) b=140.6194. 

定义 回归 方程 : H(x):= 27.0269+ 140.6194-x 

作出 回归 方程 图 形 ， 如 图 10.6 所 示 。 


65 
I 60 
H(x) x 
Y ' x 
xxx 39 
x 
40 40 
0.1 0.15 0.2 
0.1 x, X 0.25 


图 10.6 回归 方程 图 形 


(2) a:=0.05 时 ， 相 关系 数 为 corr(X，Y)=0.9602， 

相关 系数 几乎 接近 1, 所 以 可 以 认为 合金 的 含 碳 量 x 与 合金 的 强度 y 之 间 存 在 显著 的 正 
相关 关系 ， 并 且 这 种 关系 的 可 信和 度 为 95%。 

(3) 下 面 求 合金 的 含 碳 量 x=0.28 时 ,合金 的 强度 y 的 置信 度 为 95% 的 预测 区 间 ， 这 个 


预测 区 间 为 : [arb x Fe (n-2).0. h 1, L 
2 n D> Cx) 


在 Mathcad 中 输入 : 
x0:=0.28 H(x0)=66.4003, n:=length(X) n=12, 


_ pi 
aei AP) E wat! -Zine 2) ta=2.2281。 
n n: var(X) 2 


回归 标准 误差 为 : err:=stderr(X, Y) err=1.7634。 
所 以 预测 区 间 的 下 限 和 上 限 分 别 为 : 
L:=H(x0) — te:err:sq L=61.0122, 
U:=H(x0)+ ta:err:sq U=71.7885. 


= ve 
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也 就 是 当 合金 的 含 碳 量 x=0.28 时 ， 合 金 的 强度 y 的 置信 度 为 95% 的 预测 区 间 为 : 
(61.0122，71.7885)( 单 位 : kg/mm”)。 


例 2 在 第 九 章 实验 二 中 的 例题 6 中 ， 我 们 利用 人 均 收 入 与 支出 的 数据 ， 由 线性 方程 
组 的 最 小 二 乘 解 得 出 了 收入 与 支出 之 间 的 “经 验 公 式 ”， 请 检验 a=0.05 时 ，y 与 x 的 相关 
关系 。 
解 : 先 定义 数据 向 量 ， 
X:=(1.2 1.4 1.8)7 Y:=(1.6 17 20) n:=1.3 a:=0.05 
求 协 方差 及 相关 系数 : cvar(X, Y)=0.0422 corr(X, Y)=0.9959 
求 回 归 系 数 : 
a:=intercept(X, Y) a=0.7714 
b:= slope (X, Y) b=0.6786 
所 以 回归 方程 为 :$= 0.7714+0.6786x, 
殊途同归 ， 我 们 用 线性 回归 与 最 小 二 乘法 得 到 了 相同 的 结果 。 
定义 回归 直线 方程 : H(x):= 0.7714+0.6786x ， err:=stderr(X, Y) er = 0.0267 
图 10.7 是 原始 数据 图 形 ， 我 们 看 到 点 基本 呈 直 线 型 排列 ， 所 以 我 们 进行 线性 回归 。 
图 10.8 是 回归 直线 方程 ， 我 们 看 到 用 线性 代数 和 分 析 的 方法 得 到 的 解 与 用 统计 方法 得 到 的 
解 非常 相近 ， 相 关系 数 为 0.9959 ， 说 明 收 入 与 支出 有 高 度 正 相关 关系 。 


2.5 
2 x 
> x 
xxx 
x 
[2 
1 1.5 
.1.2, x 2.0 
图 10.7 原始 数据 图 形 
.1.45, 2 
H(x) 1 
.0.0928, 


u I 
= 
一 


图 10.8 回归 直线 方程 


232 数学 实验 基础 


*2. 多 元 线性 回归 
在 实际 应 用 中 ， 影 响 函数 》 的 因素 不 止 一 个 ， 寻 求 函 数 》 与 多 个 因素 之 间 的 线性 相关 

关系 是 多 元 回归 分 析 研 究 的 对 象 。 可 以 想到 寻求 多 元 回归 分 析 一 般 都 要 涉及 更 大 量 的 数值 

计算 ， 用 计算 机 求解 多 元 线性 回归 分 析 问 题 有 重要 的 现实 应 用 意义 。 我 们 来 看 下 面 的 例子 : 
* 例 3 上海 市 服装 销售 量 主要 同 该 城市 居民 的 收入 及 外 来 的 货币 流入 量 这 两 个 因素 有 

关 ，1973 一 1980 年 的 有 关 数 据 如 表 10.5 所 示 。 

表 10.5 1973—1980 年 的 有 关 数 据 


年 f 销售 量 y (万 件 ) 本 市 居民 收入 xi( 亿 元 ) ”外 地 流入 货币 x:( 亿 元 ) 


1973 17.7 30.9 5.8 
1974 19.8 32.4 8.5 
1975 20.6 34.0 9.5 
1976 21.3 34.4 11.9 
1977 21.3 34.4 11.3 
1978 25.1 38.6 13.7 
1979 35.3 56.0 13.0 
1980 42.4 57.2 16.7 
# 1981 年 本 市 居民 收入 60 亿 元 ， 外 地 流入 货币 量 20 亿 元 ， 试 预测 1981 年 上 海 市 的 

服装 销售 量 。 


解 : 求 回归 平面 方程 。 

先 定义 自 变 量 x1，x2 的 数据 矩阵 为 XY， 函数 y 的 矩阵 为 了 : 
(30.9 324 340 344 344 386 56.0 572Y 
ei 85 95 119 113 13.7 s 


Y:=(177 19.8 20.6 213 213 25.1 35.5 42.4)7 

N:=rows(X) N=8 k:=] vs:=regress(X, Y, k) 

则 向 量 vs 后 面 的 3 个 元 素 就 是 我 们 要 求 的 二 元 线性 回归 方程 的 系数 。 利 用 键盘 等 号 键 
就 可 以 求 出 值 来 了 : vs7 =(3 3 1 0.6985 0.4516 -7.3987) 
0.6985 
0.4516 
一 7.3987 


coeff:=submatrix(vs, 3, 5, 0, 0) coeff= 


Fit(x):=interp(vs, X, Y, x) 
这 就 是 Mathcad 求 得 的 回归 平面 方程 ， 但 它 无 法 写成 解析 写 式 的 形式 。 函 数 Fit(x) 的 自 
变量 x 为 二 维 向 量 ， 其 元 素 分 别 表示 平面 上 点 的 坐标 。 
回归 方程 也 可 以 表达 为 向 量 的 乘法 : 
xl 0.699 xl 
x2 0.452 [ele (1) 
1 一 7.399 1 


(1) 就 是 要 求 的 二 元 回归 平面 方程 。 


F(x1,x2):=coeff - ， 所 以 y= 
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3. 回归 平面 方程 的 显著 性 检验 
给 出 x1,x2 的 初 值 : f) Fit(x)=16.8053。 将 原始 数据 代入 Fit(x)， 求 出 拟 合 值 : 
i:=0..N-1 predYis=Fit 人 ed ; 


为 了 检验 回归 方程 的 显著 性 ， 设 总 离 差 平方 和 、 回 归 平 方 和 及 残 差 平方 和 为 : 
SST:=N-var(Y) SSE:=) (predY -Y)’ — SSR:=  (predY - mean(Y)) 


SST=338.3787 SSE=12.1035 SSR=526.2753, 


按照 复 相关 的 定义 ，R = ， 所 以 R-0.9887， 这 说 明 (D 式 求 出 的 5 xl, x2 有 高 
度 相关 关系 。 
> 
HT F RE, RE FAENA: F= =E F = 108.7036 
N N-3 


a:=0.01 Fa:=qF(l-wN-3) — Fa=13.2739 
显然 有 F> Fa ， 这 说 明 服 装 销售 量 与 居民 收入 及 外 地 货币 流量 之 间 有 显著 相关 关系 ， 
如 图 10.9 所 示 。 


图 10.9 货币 流量 关系 


定义 二 元 函数 ， 作 出 回归 平面 方程 :f(x1,x2):=-7.399+0.699x1+0.452x2 
由 于 有 60,20) = 43.581， 所 以 预测 1981 年 服装 销量 为 43.581( 万 件 )。 
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实验 六 ”电容 器 电压 值 的 测定 


问题 : 
在 现实 世界 中 ， 大 量 现象 之 间 的 数量 关系 并 不 表现 为 线性 相关 关系 ， 这 时 我 们 需 根 杨 
变量 变化 的 具体 情况 , 选用 不 同 的 曲线 进行 拟 合 ,寻求 更 加 符合 实际 情况 的 变量 间 的 关系 ， 


以 达到 预测 的 目的 。 
实验 目的 : 
学 会 用 Mathcad 的 拟 合 函 数 ， 进 行 非 线性 回归 和 预测 ， 并 对 结果 进行 统计 分 析 。 
实验 准备 : 
理解 回归 方程 显著 性 检验 、 相 关系 数 、 相关 分 析 、 拟 合 标准 差 等 概念 ; 熟悉 以 下 Mathcad 
中 拟 合 函数 的 意义 和 用 法 : 


genfit 广义 拟 合 函数 ， 可 以 对 任意 曲线 进行 拟 合 ; 
expfit: 指数 函数 拟 合 函数 ; 
pwrfit， 过 函数 拟 合 函数 。 


实验 演示 : 


现 有 如 下 问题 : 电容 器 充电 达到 100 伏 时 作为 时 间 的 计算 原点 ， 此 后 电容 器 串联 一 个 
电阻 放电 ， 测 得 各 时 刻 的 电压 值 季 的 数据 如 表 10.6 所 示 。 


表 10.6 电压 值 V 的 数据 表 


T( 秒 ) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
V( 伏 ) 100 78 52 44 35 20 14 11 8 5 5 


试 求 电压 值 天 对 于 时 间 了 的 回归 方程 。 

解 : 首先 定义 数据 向 量 

T=(012345678910) 

V=(100 78 52 44 35 20 1411855) 

为 了 确定 拟 合 曲线 的 类 型 ,作出 散 点 图 ， 如 图 10.10 所 示 。 


图 10.10 ”电压 随时 间 变 化 的 散 点 图 


— r 
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我 们 应 该 想到 图 像 中 表示 的 了 与 了 的 关系 可 能 为 负 指 数 函 数 关 系 ， 因 此 我 们 使 用 指数 
函数 拟 合 函数 expfit(vx,vy,vg) 求 拟 合 曲线 : y=a-e”+c ，expfit 函数 中 vg 为 指数 函数 曲线 
参数 的 猜测 值 向 量 ， 或 称 为 初始 值 向 量 ， 所 以 不 妨 设 

90 
一 0.02 
0 


Guess:= 


103.86367559 
调用 函数 expfit(vx,vy,vg) AE: E:=expfit(T,V,Guess),E=| — 0.27981167 
E 3.08579229 
为 了 计算 巨 ， 在 “" 后 输入 键盘 上 的 等 号 “=”，Mathcad 就 自动 算出 上 述 结 果 。 可 以 看 
出 鳌 为 拟 合 的 指数 曲线 参数 的 估计 值 向 量 ， 拟 合 的 回归 曲线 方程 为 : 
H(T):=E, e" +E, BU H(T):=103.86367559-e 0279811677 -3.08579229， 
HARMA: corr[H(T),v )= 0.99690677 。 
可 见 拟 合 效果 是 非常 显著 的 ， 拟 合 的 标准 误差 为 ; 
> (H(T) -V)° 
n — 2 


= 2.64579596 ， 作 出 的 图 像 如 下 图 10.11 所 示 。 


150 


HCT) 100 


v 
oo 20 


T,T 
图 10. 11 拟 合 曲 线 图 像 
这 个 标准 差 还 是 大 了 一 些 ， 再 继续 给 出 参数 的 猜测 值 ， 以 缩小 标准 差 。 经 多 次 实验 ,给 


80 103.86382607 


H Guess 矩阵 如 下 猜测 值 : Guess:= | E:=expfit(T,V,Guess) | 0.27980902 


0 — 3.08609944 
N:=11 H(T)= E, e" +E, corr|H(T), y)= 0.99690677 l 
再 次 调整 拟 合 曲线 的 参数 E 后， 作出 拟 合 曲线 与 原始 数据 点 图 形 如 图 10.12 所 示 ， 并 


得 出 要 求 的 回归 方程 为 : 
H(T)=103.86382607 - e 0298002.) _ 3.08609944 


10.12 ”调整 参数 后 的 拟 合 曲线 图 


习 题 十 


10 把 钥匙 中 有 3 把 能 打开 门 ， 今 任 取 两 把 ， 求 能 打开 门 的 概率 。 

100 个 产品 中 有 3 个 次 品 ， 任 取 5 个 ， 求 其 中 次 品 数 分 别 为 1、2、3 的 概率 。 

一 个 袋 内 有 5 个 红 球 ，3 个 白 球 ，2 个 黑 球 ， 计 算 任 取 3 个 球 恰 为 一 红 、 一 白 、 一 - 
黑 的 概率 。 

有 两 个 口袋 ， 甲 袋 中 装 有 两 个 白 球 、 一 个 黑 球 ， 乙 袋 中 装 有 一 个 白 球 、 两 个 黑 球 。 
由 甲 袋 中 任 取 一 个 球 放 入 乙 袋 ， 再 从 乙 袋 中 取出 - -个 球 ， 求 取 到 白 球 的 概率 。 
从 厂 外 打 电 话 给 这 个 工厂 某 一 车 间 要 由 工厂 的 总 机 转 进 ， 若 总 机 打通 的 概率 为 
0.6， 车 间 的 分 机 占线 率 为 0. 3 ， 假 定 二 者 是 独立 的 ， 求 从 厂 外 向 该 车 间 打 电话 能 
打通 的 概率 。 

工 一 个 产品 要 经 过 三 道 工 序 , 第 一 、 二 ,三 道 工序 不 出 废品 的 概率 分 别 为 0.9、0.95、 
0.8， 若 假定 各 工序 是 否 出 废品 为 独立 的 , 求 经 过 三 道 工 序 而 不 出 废品 的 概率 。 

一 个 自动 报警 器 由 雷达 和 计算 机 两 部 分 组 成 ， 两 部 分 有 任何 一 个 失灵 ， 这 个 报警 
器 就 失灵 。 若 使 用 100 小 时 后 ,雷达 部 分 失灵 的 概率 为 0.1， 计 算 机 失灵 的 概率 为 
0.3。 若 两 部 分 失灵 与 否 是 独立 的 ， 求 这 个 报警 器 使 用 100 小 时 而 不 失灵 的 概率 。 
3 人 分 别 独立 去 破译 一 个 密码 ， 他 们 能 译 出 的 概率 分 别 是 /5、1/3、1/4， 问 能 将 
此 密码 译 出 的 概率 是 多 少 ? 


14. 


15. 


=== ZTE a a 
某 机 构 有 一 个 9 人 组 成 的 顾问 小 组 ， 若 每 个 顾问 贡献 正确 意见 的 百分比 是 0.7, 现 
在 该 机 构 对 某 事 可 行 与 否 个 别 地 征求 各 位 顾问 意见 ， 并 按 多 数 人 意见 作出 决策 ， 
求 作 出 正确 决策 的 概率 。 


.连续 型 随机 变量 上 的 概率 密度 为 : 


TE kxf, O<x<1 
PTO ， 其 他 (k,a>0) 


又 知 EE=0.7$， 求 E 和 a 的 值 。 


.一 个 螺丝 钉 的 质量 是 随机 变量 ， 期 望 值 为 10g， 标 准 差 为 1g 。100 个 一 盒 的 同型 


号 螺丝 钉 重量 的 期 望 值 和 标准 差 各 为 多 少 ? (假设 每 个 螺丝 钉 的 重量 都 不 受 其 他 
螺丝 钉 重 量 的 影响 ) 


.已 知 100 个 产品 中 有 10 个 次 品 ， 求 任意 取出 的 5 个 产品 中 次 品 数 的 期 望 值 。 
， 某 灯泡 厂 某 天 生产 了 一 大 批 灯泡 ， 从 中 抽取 10 个 进行 寿命 实验 ， 得 数据 如 下 ( 单 


位 : 小 时 ): 

1050 1100 100 1120 1200 

1250 1040 1130 1300 1200 

问 该 天 生产 的 灯泡 平均 寿命 大 约 是 多 少 ? 如果 知道 该 天 生产 的 灯泡 寿命 的 方差 是 
8， 试 找 出 灯泡 平均 寿命 的 置信 区 间 ; 车 灯 泡 寿 命 服从 正 态 分 布 £ ~ N(L,8) iÑ 
估计 平均 寿命 所 在 的 范围 (& =0.05)。 

已 知 某 炼 铁 厂 的 铁水 含 碳 量 在 正常 生产 情况 下 服从 正 态 分 布 , 其 方差 为 6=0.108。 
现在 测定 了 9 炉 铁 水 ， 其 平均 含 碳 量 为 4484. 按 此 资料 计算 该 厂 铁水 平均 含 碳 量 
的 置信 区 间 ， 并 要 求 有 95% 的 可 靠 性 。 

假定 新 生 婴 儿 ( 男 孩 ) 的 体重 服从 正 态 分 布 ， 随 机 抽取 12 名 新 生 婴 儿 ， 测 其 体重 为 
3100, 2520, 3000, 3000, 3600, 3160, 3560, 3320, 2880, 2600, 3400, 2540. 
试 以 95% 的 置信 系数 估计 新 生男 婴儿 的 平均 体重 (单位 g). 


假定 某 三 生 产 一 种 钢 索 ， 它 的 断 相 强度 kkg/cm) 服 从 正 态 分 布 NMw，40)。 从 中 


选取 一 个 容量 为 9 的 样本 ， 得 4,=780kg/cm*。 能 否 据 此 样本 认为 这 批 钢 索 的 断裂 
强度 为 800kg/cm”? (a=0.05) 


. 某 炼 铁 厂 的 铁水 含 碳 量 上 在 正常 情况 下 服从 正 态 分 布 。 现 对 操作 工艺 进行 了 某 些 


改进 ， 从 中 抽取 5 炉 铁 水 测 得 含 碳 量 数 据 如 下 : 
4.421 4052 4357 428 4.683 
据 此 是 否 可 以 认为 新 工艺 炼 出 的 铁水 含 碳 量 的 方差 为 0.108*? (a=0.05) 


.从 两 处 煤矿 各 抽样 数 次 ， 分 析 其 含 灰 率 (%) 如 下 : 


甲 矿 243 20.8 23.7 21.3 17.4 

乙 矿 182 169 20.2 16.7 

假定 各 煤矿 含 灰 率 都 服从 正 态 分 布 , 问 甲 、 乙 两 煤矿 的 含 灰 率 有 无 显著 差异 ? 
(a=0.05) 


， 从 刚 生 产 出 来 的 一 大 批 滚珠 中 随机 地 抽出 16 个 , 测 得 它们 的 直径 禾 mm) 的 数值 如 


F: 


20. 


21. 


22: 


23. 
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253 25.2 249 25.0 250 25.1 248 252 249 249 25.1 25.1 24.7 
24.8 252 25.0 

BERRA X RAES SM, 

(1) 己 知 标准 差 6=0.16 的 情况 下 ， 求 总 体 均 值 / 的 95% 的 置信 区 间 ; 

(2) 标准 差 6 未 知 的 情况 下 ， 求 总 体 均值 4 的 95% 的 置信 区 间 ; 

(3) 调用 程序 Clnorm 求 总 体 均值 4 和 方差 的 95% 的 置信 区 间 。 

随机 地 从 A. B 两 批 导 线 中 分 别 抽 出 4 根 和 5 根 ， 测 量 它们 的 电阻 (单位 :欧姆 )， 
测量 结果 列 于 数据 向 量 半 和 了 中 ， 设 两 批 导 线 的 电阻 丝 服 从 正 态 分 布 ， 方 差 相 等 
且 两 总 体 相 互 独立 。 试 求 这 两 批 导 线 电阻 均值 差 的 95% 的 置信 区 间 。 

X=(0.143， 0.142, 0.143, 0.137), Y=(0.140, 0.142, 0.136, 0.138, 0.140) 

a=0.05 。 

设 从 某 地 区 的 成 年 人 中 随机 地 抽出 男女 各 40 人 ， 测 量 他 们 的 体重 (单位 ;公斤 )， 
测量 数据 存放 在 下 面 的 表格 中 。 如 果 将 成 年 男子 和 成 年 女子 的 体重 视 为 二 个 独立 
的 正 态 总 体 ， 试 求 它 们 的 均值 差 的 99% 的 置信 区 间 。 

女子 =(49.58， 53.05, 51.58, … 小 ， 

男子 =(51.45， 67.68， 49.45,…)。 

某 种 灯泡 的 平均 寿命 按 国 家 标准 规定 为 ko>2000( 小 时 )， 从 一 批 成 品 中 抽查 了 10 
只 ， 测 得 寿命 的 检测 值 如 下 : 

2012 2069 1694 2018 2051 2034 1979 2036 1986 2009 

假定 此 种 灯泡 的 寿命 服从 正 态 分 布 ， 试 问 这 批 灯 泡 是 否 合 格 ? (a=0.05) 

从 机 械 厂 的 两 台 机 器 所 加 工 的 同一 种 零件 中 ,分布 抽出 10 个 和 9 个 样品 , 测量 其 
尺寸 ， 所 得 数据 如 下 (单位 : 厘米 ): 


HHK 6.25 5.78 6.45 6.00 588 576 60 585 594 5.79 
乙 机 床 6.08 6.25 594 594 579 603 5.85 610 5.93 


已 知 两 台 机 器 加 工 的 零件 尺寸 均 服从 正 态 分 布 ， 它 们 的 方差 分 别 为 62=0.4， 
62=0.2, HX a=0.05， 试 问 两 台 机 床 生产 的 零件 尺寸 的 均值 有 无 显著 差异 ? 
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Mathcad 菜单 命令 简介 

1. View( 视 图 ) 菜 单 

Toolbars: 该 菜单 项 的 级 联 菜单 中 有 各 个 工具 栏 的 显示 /隐藏 控制 。 

Standard: 标准 工具 栏 显示 开关 。 

Formatting: 格式 工具 栏 显 示 开 关 。 

Math: 数学 计算 工具 栏 显示 开关 。 

Graph: 绘图 工具 栏 显示 开关 。 

Matrix: 矩阵 工具 栏 显 示 开 关 ， 是 数学 工具 栏 中 的 工具 板 。 

Calculus: 微 积 分 工具 栏 显示 开关 ， 是 数学 工具 栏 中 的 工具 板 。 

Boolean: 布尔 运算 符 工 具 栏 显 示 开 关 ,， 是 数学 工具 栏 中 的 工具 板 。 

Symbolic: 符号 计算 工具 栏 显示 开关 ， 是 数学 工具 栏 中 的 工具 板 。 

2. Insert( 插 入 ) 菜 单 

X-Y Plot: 快捷 键 为 @， 创 建 二 维 平面 直角 坐标 图 。 

Polar Plot: 快捷 键 为 Ctrl+7， 创 建 二 维 极 坐 标 图 。 

3D Plot Wizard...: 快捷 键 为 ! 创建 三 维 图 形 ， 打 开 对 话 框 ， 采 用 交互 式 创 建 三 维 图 形 。 

Surface Plot: 快捷 键 为 Ctrl+2， 创 建 三 维 曲面 图 。 

Contour Plot: 快捷 键 为 Ctrl+$， 创 建 等 值 曲线 图 。 

3D Scatter Plot: 创建 三 维 散 点 图 。 

3D Bar Plot: 创建 三 维 直方 图 。 

Vector Field Plot: 创建 矢量 图 。 

Matrix...: 快捷 键 为 Ctrl+M， 揪 入 一 个 矩阵 ， 选 择 此 项 会 打开 一 个 对 话 框 ， 在 其 中 选 
择 插 入 矩阵 的 行列 数 。 


3. Format( 格 式 ) 菜 单 

Equation...: 控制 公式 的 格式 ， 包 括 公 式 的 字体 和 颜色 的 设置 。 

Result...: 控制 结果 的 显示 方式 ， 可 以 定义 包括 有 效 数 字 ， 结 果 形 式 等 内 容 。 
Text...: 控制 文本 的 格式 ， 设 置 选中 文本 文字 的 字体 、 颜 色 和 大 小 等 。 
Paragraph...: 控制 段落 属性 ， 设 置 文本 中 段落 格式 方面 的 各 种 属性 。 

Tabs...: 控制 Tab 停止 位 ， 也 就 是 文本 编辑 时 ，Tab 键 的 停止 位 置 。 

Style...: 控制 文本 风格 。 

Properties: 属性 设置 ， 包 括 数学 编辑 和 文本 编辑 的 属性 ， 但 对 两 者 的 设置 有 差别 。 
Graph: 格 式 化 各 图 形 。 

X-Y Plot...: 打开 设置 平面 直角 坐标 图 形 对 话 框 。 
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Polar Plot...: 打开 设置 极 坐标 图 形 对 话 框 。 
3D Plot...: 打开 设置 三 维 图 形 对 话 框 。 
Trace...: 打开 读 取 图 形 中 的 坐标 对 话 框 。 
Zoom...: 打开 局 部 进行 放大 的 对 话 框 。 
Color: 设 置 颜色 。 

Backgroud...: 设置 背景 颜色 。 
Highlight...: 设置 高 度 显示 区 的 颜色 。 
Annotation...， 设置 高 度 显 示 电 子 书 中 修改 过 的 内 容 。 
Use Default Palette: 使 用 默认 的 256 色调 色 板 。 
Optimize Palette: 优化 调 色 板 。 


4. Math( 数 学 ) 菜 单 
Calculate: 快捷 键 为 F9， 进 行 计算 ， 更 新 视图 中 公式 的 计算 结果 以 及 图 形 显示 。 


Calculate Worksheet: 进行 计算 ， 更 新 整个 工作 单 中 公式 的 计算 结果 以 及 图 形 显示 。 
Automatic Calculation: 自动 计算 模式 开关 ， 选 择 是 否 采 用 自动 计算 模式 。 该 模式 在 制 


作 动 画 时 是 必需 的 。 


Optimization: 优化 计算 开关 。 

Options...: 打开 数学 设置 对 话 框 ， 可 以 设置 系统 变量 、 单 位 制 和 量 纲 等 。 
5. Symbolics( 符 号 运算 ) 菜单 

Evaluate: 该 菜单 项 包含 以 下 子 菜单 。 

Symbolically: 快捷 键 为 Shift+F9， 进 行 符号 运算 。 

Floating Point...: 进行 符号 运算 ， 如 果 可 能 ， 带 回 浮 点 类 型 的 结果 。 
Complex: 进行 符号 运算 ， 可 能 的 话 ， 带 回复 数 的 结果 。 

Simplify: 简化 代数 表达 式 ， 利 用 基本 的 代数 运算 技巧 ， 如 合并 类 项 等 ， 简 化 代数 式 。 
Expand: 展开 代数 式 。 

Factor: 进行 因 式 分 解 。 

Collect: 整理 多 项 式 ， 按 选 定 的 代数 符号 进行 整理 。 

Polynomial Coefficients: 求 多 项 式 展 开 系 数 。 

Variable: 解 方程 。 对 选 定 的 变量 求解 方程 ， 结 果 也 是 代数 形式 。 
Substitute: 替代 ， 用 剪贴 板 中 或 指定 的 内 容 替代 指定 变量 。 
Differentiate: 求 微分 ， 指 定 一 个 变量 ， 以 其 他 变量 为 常数 求 微分 。 
Integrade: 求 积 分 ， 指 定 一 个 变量 ， 以 其 他 变量 为 常数 求 表达 式 的 积分 。 
Expand to Series...: 泰勒 展开 ， 对 选 定 的 表达 式 进 行 泰勒 展开 。 

Covert to Partial Fraction: 展开 表达 式 为 部 分 分 式 ， 在 可 行 的 情况 下 进行 。 
Transpose， 求 矩阵 的 转 置 。 

Invert: 求 矩 阵 的 逆 。 

Determinant， 求 矩阵 的 行列 式 值 。 

Transform: 进行 各 种 变换 。 

Fourier: 进行 傅 里 叶 变换 。 


bl i tL = = == 


Inverse Fourier: BE4T18 B npa 288. 
Laplace: 进行 拉 普 拉 斯 变换 。 

Inverse Laplace: 进行 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。 
Z: 进行 Z 变换 。 

Inverse Z: HT% Z 变换 。 

Evaluation Style...: 设置 运算 形式 。 


6. Math Toolbar( 数 学 工具 栏 ) 


Calculatir Toolbar (计数 器 工具 板 ) 

Graph Toolbar ( 作 图 工具 板 ) 

Matrix Toolbar (矩阵 工具 板 ) 

Evaluation Toolbar ( 求 值 工具 板 ) 

Calculus Toolbar( 微 积分 工具 板 ) 

Boolean Toolbar (运算 符 工 具 板 ) 

Programming Toolbar (程序 工具 板 ) 

Greek Toolbar (希腊 字母 工具 板 ) 

Symbolic Toolbar (符号 运算 工具 板 ) 

Maple 绘图 命令 简介 

7. 基本 的 二 维 绘图 指令 

plot(f(x),x=xmin..xmax) 从 xmin 至 xmax MH f(x) 的 函数 图 
plot(f(x),x=xmin..xmax,y=ymin..ymax) HiHi f(x) 的 函数 图 , 同时 指定 y 方向 的 绘图 范围 
plot([f1(x),f2(x),f3(X),.….],x=xmin..xmax) 同时 画 出 多 个 函数 图 
plot(f(x),x=xmin..xmax,options) ”加 入 选项 来 更 改 绘图 指令 的 默认 值 
plot([x(t),y(t),t=tmin..tmax]) t 从 tmin 至 tmax 做 二 维 参数 绘图 
plot([x(t),y(t),t=tmin..tmax],xmin..<max,ymin..ymax) 

指定 二 维 参数 绘图 的 范围 ，x 方向 从 xmin 到 xmax, y 方向 从 ymin 到 ymax 
plot([x(t),y(b,t=tmin..tmax],scaling=CONSTRAINED) 

保持 曲线 的 “真正 形状 ”， 即 x. y 坐标 的 比 为 1:1 
plot([[x1(t),y1(t),t1=t1min..t1max], 

[x2(t),y2(t),t2=t2min..t2max],...]) 同时 画 出 多 个 参数 图 

8. 数据 点 绘图 

plot([[x1,y1],[x2,y2],[x3,y3],...],style=point) 

二 维 数 据点 绘图 

plot([[x1,y1],[x2,y2],[x3,y3],...]) 

二 维 数据 点 绘图 ， 数 据点 会 以 直线 连接 起 来 
plot(f(t),t=tmin..tmax,coords=polar) 

J tmin 至 tmax 画 出 IfKb 的 极 坐 标 图 
plot({f(t),g(t),...],t=tmin..tmax, coords=polar) 
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从 tmin 至 tmax 同时 画 出 多 个 函数 的 极 坐 标 图 


9. 基本 的 三 维 绘图 指令 

plot3d(f(x,y),x=xmin..xmax, y=ymin..ymax) 

x 从 xmin Æ xmax, y M ymin 至 ymax 画 出 f(x,y) 的 函数 图 
plot3d( {f(x,y),g(X,y), h(x,y),...},X=xmin..xmax, y=ymin..ymax) 
同时 画 出 多 个 函数 图 

plot3d(f(x,y),X=xmin..xmax, y=ymin..ymax,options) 

加 入 选项 来 更 改 绘图 指令 的 默认 值 

10. 三 维 参数 绘图 

plot3d([fx,fy,fz],t=tmin..tmax, u=umin..umax) 

画 出 三 维 的 曲面 参数 图 

plot3d([fx,fy,fz],t=tmin..tmax, u=umin..umax,options) 


画 出 三 维 的 曲面 参数 图 ， 并 加 入 选项 
11. 显示 与 合并 所 绘 的 图 形 


display(g,options) 显示 绘图 g 

display({g1,g2,...},options) 显示 合并 几 张 函数 图 后 所 形成 的 那 张 新 图 
12. 把 绘图 选项 变 成 默认 值 

setoptions(options) 设 定 二 维 绘图 选项 的 默认 值 
setoptions3d(options) 显示 合并 几 张 函数 图 后 所 形成 的 一 张 新 图 


13. 不 等 式 绘图 

inequal(ineqs,x=xmin..xmax,y=ymin..ymax,options) 

绘制 由 线性 不 等 式 所 定义 而 形成 的 图 形 

14. 数据 点 的 绘图 

pointplot([[x1,y1],[x2,y2],...],options) 在 二 维 平 面 绘 点 
pointplot3d([[x1,y1,z1],[x2,y2,z2],...],options) 在 三 维 空间 绘 点 
15. 空间 曲线 绘图 

spacecurve([[x(t),y(t),z(t),t=t0..tl,options],...]) 

空间 曲线 绘图 ， 但 每 条 曲线 使 用 不 同 的 选项 及 参数 t 的 范围 
spacecurve([[x(t),y(t),z(t)],...],t=t0..t1,options) 

空间 曲线 绘图 ， 但 每 条 曲线 使 用 不 同 的 选项 及 参数 t 的 范围 

16. 极 坐标 、 圆 柱 坐标 与 球面 坐标 绘图 


polarplot(f(t),t=tmin..tmax,options) 
从 tmin 至 tmax 画 出 f=f(t) 的 极 坐 标 图 ， 并 加 入 选项 


17. RARE 
implicitplot(f(x,y)=c,x=x1..x2,y=y1..y2, options) 

在 指定 的 范围 内 ， 画 出 f(x,y)=c 的 二 维 的 隐 范 数 绘图 ， 并 加 入 选项 
implicitplot(f(x,y,z)=c,x=x1..x2,y=y1..y2,z=z1..z2,options) 

在 指定 的 范围 内 ， 画 出 f(x,y,z)=c 的 三 维 的 隐 范 数 绘图 ， 并 加 入 选项 


18. plot() 指 令 选项 ， 如 附录 A.1 所 示 。 


选 项 


axes 


color 


coords 


discont 


labels 


linestyle 


numpoints 


scaling 


style 


说 BB 
设 定 坐 标 轴 的 显 
示 方 式 


设 定 图 形 所 要 涂 
的 颜色 


设 定 绘 图 时 所 使 
用 的 坐标 系 


设 定 函 数 在 不 连 
续 处 是 否 要 用 线 
段 连接 起 来 

设 定 坐 标 轴 的 
名 称 


设 定 所 绘 线条 的 
线 型 

设 定 产生 一 个 函 
数 图 所 需 的 最 少 
x 与 y 轴 比例 的 
设 定 

设 定 图 形 的 显示 
样式 
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附录 A. 1 plot () 指令 选项 表 


用 法 

您 可 以 设 定 axes 为 FRAME( 坐 标 轴 在 图 形 的 左边 与 下 面 )、 
BOXED( 坐 标 轴 围 绕 图 形 )、NORMAL( 以 一 般 方式 显示 ) 或 
NONE( 不 显示 坐标 轴 ) 

您 可 以 用 COLOR() 来 设 定 颜色 ， 或 是 直接 取 用 Maple 所 提供 的 颜 
色 常 数 。 如 color=COLOR(RGB,0,0,1) 或 是 设 定 color=blue 均 是 设 
定 绘图 的 颜色 为 蓝 色 。 您 可 以 键入 ?plotfcolor] 来 查询 更 多 的 信息 
Plot0 指 令 默认 的 坐标 系 为 cartesian( 直 角 坐 标 系 )。 此 外 ， 党 用 的 坐 
标 系 有 logarithmic( 对 数 坐标 系 ) 与 polar( 极 坐标 系 ) 等 等 。 您 可 以 键 
入 ?plot[coords] 来 查询 更 多 的 信息 

设 定 discont=true 则 不 连接 ，plotO 的 默认 值 为 discont=false 


设 定 方式 为 labels=[x,y]， 其 中 x 与 y 分 别 为 x 与 y 坐标 轴 的 名 称 。 
坐标 轴 的 名 称 必须 为 字符 串 的 形式 。 如 果 没 有 设 定 坐 标 轴 的 名 称 ， 
则 默认 的 名 称 为 所 绘 变量 的 名 称 

linestyle=1 为 实 线 ( 默 认 值 )，linestyle=2 则 以 点 (dot) 来 表示 线条 ， 
linestyle=3 为 虚线 ，linestyle=4 则 为 虚线 与 点 的 交错 

默认 值 为 numpoints=50。 当 您 所 绘 出 来 的 图 形 不 平滑 ,或 是 有 失真 
的 情况 时 ， 可 以 加 大 numpoints 的 值 来 改善 图 形 


设 scaling=constrained 则 x 与 y 轴 尺 度 的 比例 为 1:1, 设 scaling=un- 
constrained 则 比值 可 随意 更 改 。 默 认 值 为 scaling=unconstrained 

有 LINE、POINT、PATCH 和 PATCHNOGRID 几 项 可 供 选择 。 默 
认 值 为 LINE， 即 相 邻 两 点 以 线段 连接 起 来 。 设 style=POINT 则 仅 
显示 点 。PATCH 与 PATCHNOGRID 则 用 在 包含 有 多 边 形 的 图 形 
中 。 设 style=PATCH 会 显示 多 边 形 的 颜色 与 边线 ， 选 择 
PATCHNOGRID 则 仅 显示 色彩 ， 而 不 显示 多 边 形 的 边界 
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续 表 
选 项 说 阴 用 法 
symbol 设 定点 的 格式 若 设 style=POINT, 则 可 以 利用 symbol 选项 来 设 定点 的 格式 symbol 
选项 有 BOX( 方 块 )、CROSS( 十 字 )、CIRCLE( 圆 形 )、POINT( 点 ) 和 
DIAMOND( 碎 形 ) 几 项 可 供 选择 
thickness 设 定 线条 的 粗细 您 可 以 设 定 thickness 等 于 0.1.2 或 3。 数 值 越 大 线条 越 粗 thickness 
的 默认 值 为 0 
tickmarks 设 定 坐 标 轴 刻 度 ” 设 定 tickmarks=[mn]， 则 x 轴 的 刻度 数目 全 少 为 四， 而 y 轴 的 刻度 
的 数目 数目 至 少 为 mn。 设 为 0 则 不 显示 任何 刻度 。m 与 n 必须 为 正 整 数 或 
default。 设 定 default 则 Maple 用 默认 值 来 取 坐 标 轴 的 刻度 数目 。 如 
果 只 要 设 定 x 轴 或 y 轴 的 刻度 数目 , 则 您 可 以 只 更 改 xtickmarks 或 
ytickmarks 选项 
title 图 形 的 标题 名 称 ”标题 名 称 必 须 为 一 字符 串 ， 而 title 的 默认 值 是 不 显示 任何 名 称 
view 设 定 显示 图 形 的 ” 设 view=[xmin..xmax,ymin..ymax]， 则 x 方向 的 绘图 范 用 从 xmin 全 
范围 xmax, y 从 ymin 全 ymax。 默 认 值 为 全 部 的 曲线 均 显 示 出 来 
xtickmarks 设 定 坐 标 轴 刻 度 ” 设 定 xtickmarks=m 则 x 轴 的 刻度 数目 全 少 为 m, wo 则 不 显示 任 
ytickmarks 的 数目 何 刻度 ， 若 m 为 一 个 数字 所 组 成 的 串 行 ， 则 x 轴 会 依 这 数字 来 显 


Zo ytickmarks 的 用 法 问 xtickmarks 
Maple 所 提供 的 颜色 常数 ， 如 附录 A.2 所 示 。 
附录 A. 2 Maple 所 提供 的 颜色 常数 


aquamarine 海洋 绿 black 黑色 blue HE 
brown 棕色 coral 桃红 色 cyan 党 蓝 色 
gold 金色 green 绿色 gray KE 
khaki 卡其 色 magenta 紫色 maroon 深 红 褐色 
navy 深蓝 orange 橙色 pink 粉红 色 
plum 深 紫 色 red 红色 sienna 浓 黄色 
Tan 茶色 turquoise 天 蓝 色 violet 紫 岁 兰 色 
wheat 麦草 色 white 白色 | yellow 黄色 


Pilot3d0 指 令 选 项 ， 如 附录 A.3 所 示 。 
附录 A. 3 ”Piot3d () 指令 选项 


选 项 说 明 用 法 
axes 设 定 坐标 轴 的 显示 ”您 可 以 设 定 axes 为 FRAME( 坐 标 轴 为 图 形 的 3 个 外 边 ).BOXED( 举 
方式 HREJE) NORMALA 般 方式 显示 ) 或 NONE( 不 显示 坐标 
轴 )。 默 认 值 为 NONE 
color 设 定 图 形 所 用 的 您 可 以 用 COLORO 来 设 定 颜色 ， 或 是 直接 取 用 Maple 所 提供 的 颜 


颜色 色 常 数 。 除 此 之 外 ， 也 可 以 用 颜色 函数 (color functiom) 来 选 色 


选 项 


contours 


coords 


Grid 


gridstyle 


labels 


linestyle 


numpoints 


projection 


scaling 


shading 


style 


symbol 


thickeness 


tickmarks 


说 BB 

设 定 等 高 线 的 数 
目 ， 或 是 设 定 等 高 
线 的 值 
指定 绘图 时 所 使 用 
的 坐标 轴 系 统 


设 定 曲面 是 由 多 少 
个 样 点 所 组 成 的 
设 定 网 格 的 形状 


设 定 坐 标 轴 的 名 称 


设 定 所 绘 线条 的 
类 型 

设 定 产生 一 个 三 维 
函数 图 形 时 所 需 的 
最 少 的 样 点 


设 定投 影 的 模式 


x. y 与 z 轴 比例 的 
设 定 


设 定 曲面 着 色 的 方 
式 

设 定 图 形 的 显示 
样式 


设 定点 的 格式 


设 定 线条 的 粗细 


设 定 坐标 轴 刻 度 的 
数目 


6 E e = xz 


用 法 
若 设 contours=nn 为 一 整数 ， 则 设 定 三 维 函 数 等 高 线 的 数目 为 n. 
En 为 一 串 行 ， 则 指定 等 高 线 的 值 为 串 行内 元 素 的 值 


Plot3d() 指 令 默 认 的 坐标 系 为 rectangular( 直 角 坐 标 系 )。 常 用 的 三 维 
坐标 系 有 spherical (球面 坐标 ) 与 cylindrical ( 柱 面 坐 标 ) 等 等 。 您 可 以 
键入 ? plot3d[coords] 来 查询 更 多 的 信息 
grid=[mn] 设 定 曲面 在 一 坐标 轴 方 向 m 个 等 距 样 点 ， 在 另 一 个 坐标 
轴 方 向 取 n 个 等 距 样 点 来 绘图 

设 定 gridstyle=rectangular 则 使 用 方形 网 格 , 设 定 gridstyle=triangular 
则 使 用 三 角形 网 格 

设 定 方式 为 labels=[x,y,z]， 其 中 x、y 与 z 分 别 为 x、y 与 z 坐标 轴 
的 名 称 。 坐 标 轴 的 名 称 必须 为 字符 串 的 形式 。 如 果 没 有 设 定 坐标 轴 
的 名 称 ， 则 默认 的 名 称 为 所 绘 变量 的 名 称 。 

linestyle=1 为 实 线 (默认 值 )，linestyle=2 则 以 点 (dob 来 表示 ， 
linestyle=3 为 虚线 ，linestyle=4 则 为 虚线 与 点 的 交错 

默认 值 为 numpoints=625(62$=25^2) 点 。 当 您 所 绘 出 来 的 图 形 不 平 
滑 , 或 是 三 维 函数 较 复杂 而 无 法 表示 其 细微 处 的 结构 时 ， 可 以 加 大 
numpoints 的 值 来 改善 图 形 。Plot3d0) 会 取 numpoints 开 根 号 所 得 的 
值 作为 每 一 个 坐标 轴 方 向 的 样 点 来 绘图 

projection=a 为 设 定投 影 的 模式 ， 其 中 a 的 值 必 须 介 于 0 与 1 之 间 。 
1 代表 等 角 投影 ， 而 0 代表 广角 投影 。 默 认 值 为 等 角 投影 

设 scaling=CONSTRAINED 则 x、y 与 z 轴 尺度 的 比例 为 1，1: 1, 
设 scaling=UNCONSTRAINED 则 比例 可 随意 更 改 。 默 认 值 为 
scaling=UNCONSTRAINED 

默认 值 为 shading=XYZ 。 此 外 ， 您 也 可 以 选择 XY. Z. 
ZGREYSCALE、ZHUE 与 NONE 等 着 色 方 式 

三 维 图 形 的 style 选项 有 POINT, HIDDEN, PATCH, PATCH- 
CONTOUR、WIREFRAME、CONTOUR 与 PATCHNOGRID 等 。 
默认 值 为 PATCH， 即 每 一 小 网 格 以 颜色 填 满 ， 并 且 显 示 边 界 

车 设 style=POINT, 则 可 以 利用 symbol 选项 来 设 定点 的 格式 .Symbol 
选项 有 BOX( 方 块 )、CROSS( 十 字 )、CIRCLE( 圆 形 )、POINT( 点 ) 和 
DIAMOND( 菱 形 ) 等 

您 可 以 设 定 thickness 等 于 0、1、2 或 3。 数 值 越 大 代表 线条 越 粗 。 
Thickness 的 默认 值 为 0 

设 定 tickmarks=[k,m,n] W x 轴 的 刻度 数目 至 少 为 k， 而 y 轴 的 刻度 
数目 至 少 为 m, 而 z 轴 的 刻度 数目 至 少 为 n. W 0 则 不 显示 任何 刻 
FE. k. m 与 n 必须 为 正 整数 或 default。 设 定 tickmarks=default 则 
Maple 用 默认 值 来 取 坐 标 轴 的 刻度 数目 
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选 项 说 BB 
title 图 形 的 标题 名 称 
view 设 定 显示 图 形 的 
范围 
irem(m,n): 


irem(m,n,‘q’): 


续 表 
用 法 
标题 名 称 必 须 为 一 字符 串 ， 而 title 的 默认 值 是 不 显示 任何 名 称 
如 果 设 定 view=zmin..zmax， 则 限制 z 方向 的 绘图 范围 从 zmin 至 
zmax。 设 定 view=[xmin..xmax,ymin..ymax,zmin..zmax], 则 依 设 定 的 


范围 来 显示 图 形 。 默 认 值 为 全 部 曲面 均 显示 出 来 


计算 mm 的 整数 余数 , 其 中 mn 必须 为 整数 
计算 mm 的 整数 余数 ,并 将 商 存在 变量 q 中 ， 


iquo(m,n): 计算 mn 的 整数 商 ， 其 中 m,n 必须 为 整数 ; 
iquo(m,n,‘r’): 计算 mn 的 整数 商 , 并 将 余数 存在 变量 r 中 ; 
rand(): 产生 12 个 位 数 的 随机 整数 ; 

slope(ptl,pt2) 计算 两 点 连 线 的 斜率 ; 
middlebox(f(x),x=a..b,n,options) Z2:Hrh Ak Sri V aB Ur Bh; 
middlesum(f(x),x=a..b,n, options) 求 出 中 点 接合 矩形 的 面积 总 和 ; 


MATLAB 最 优化 工具 箱 
1. 极 小 化 函数 


fgoalattain 

fmin 

fminbnd 

fmincon 
fminimax 
fminsearch 
fminunc 

linprog 

2. 方程 求解 函数 
fsolve 


fzero 

3. 最 小 二 乘 优化 函数 
Isqlin 

Isqcurvefit 

Isqnonlin 


4. 无 约束 非 线 性 规划 
Fminunc 
Fminsearch 


求解 多 目标 规划 的 优化 问题 ; 
求解 单 变量 函数 的 极 小 值 ; 

求解 边界 约束 条 件 下 的 非 线 性 极 小 值 ; 
求解 约束 条 件 下 的 非 线性 极 小 值 ; 
求解 最 小 最 大 极 值 ; 
求解 无 约束 条 件 下 的 非 线 性 极 小 值 : 
求解 多 变量 函数 的 极 小 值 ; 

求解 线性 规划 问题 。 


求解 非 线性 方程 ; 
求解 标量 非 线 性 方程 。 


求解 约束 条 件 的 线性 最 小 平方 问题 ; 
求解 非 线 性 曲线 拟 合 问题 ; 
求解 非 线 性 最 小 平方 问题 。 


求解 多 变量 无 约束 函数 的 最 小 值 ; 
求解 多 变量 无 约束 函数 的 最 小 值 。 


